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Wolfram Mathematica
Princip delovanja mikrostikal temelji na geometrijsko nelinearnem mehanskem odzivu,
saj se preklop elektricˇnih kontaktov, s cˇimer se sklene ali prekine elektricˇni krog, zgodi
zaradi preskoka sistema notranjega kovinskega mehanizma mikrostikala. V magistr-
skem delu so predstavljeni teoreticˇno ozadje in pristopi pri obravnavi mehanskega od-
ziva geometrijsko nelinearnih konstrukcij z uporabo metode koncˇnih elementov. Prika-
zana je izpeljava formulacije geometrijsko nelinearnih koncˇnih elementov za resˇevanje
linijskih konstrukcij in njihova implementacija v lastno razviti program v programskem
okolju Wolfram Mathematica. Pravilnost delovanja je preverjena z analiticˇno resˇljivimi
primeri. S programom je izvedena analiza delovanja kovinskega mehanizma mikrosti-
kala. Prikazan je proces prednapetja plocˇevine, iz katere je mehanizem izdelan, nato
pa je izvedena analiza vpliva razlicˇnih stopenj prednapetja na delovanje mehanizma.
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Abstract
UDC 621.316.54:004.942.519.61(043.2)
No.: MAG II/736
Numerical modelling of geometrically nonlinear mechanical re-
sponse of a micro-switch
Rok Sˇmerc
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Wolfram Mathematica
Working principle of micro-switches is based on geometrically nonlinear mechanical
response, since the switch of electrical contacts, whereby the electrical circuit is con-
nected or interrupted, occurs due to the snap-through of the inner metal mechanism of
the micro-switch. The master’s thesis introduces theoretical background and approa-
ches when discussing the mechanical response of the geometrically nonlinear structures
by applying the finite element method. The derivation of the formulation of geometri-
cally nonlinear finite elements to solve frame structures is introduced, as well as their
implementation in the own developed program in the software environment Wolfram
Mathematica. The correct functioning is examined with analytically solvable examples.
The function analysis of the metal mechanism of the micro-switch is carried out with
the program. The process of prestressing the metal sheet, from which the mechanism is
made is shown, and then the analysis of different levels of prestress on the mechanism’s
functioning is carried out.
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1 Uvod
1.1 Ozadje problema
Mehanski odziv vitkih linijskih konstrukcij je v veliki meri pogojen z nelinearnim
obnasˇanjem, ki lahko izvira iz kinematike velikih pomikov in/ali iz nelinearnega ma-
terialnega obnasˇanja. Nelinearno obnasˇanje, ki izvira iz kinematike velikih pomikov
– geometrijska nelinearnost, lahko opazimo tudi pri delovanju kovinskega mehanizma
mikrostikala.
1.1.1 Mikrostikala
Mikrostikalo (ang. micro-switch, tudi snap-action switch) je elektromehanska naprava,
ki jo sestavlja aktuator, ki je s kovinskim mehanizmom povezan z elektricˇnimi kontakti.
Ko se aktuator sprozˇi (torej ko nanj deluje zadostna sila), kovinski mehanizem mikro-
stikala preskocˇi, s cˇimer pride do povezave ali do prekinitve elektricˇnega kroga [1, 2].
Mikrostikalo je bilo izumljeno leta 1932 (Freeport, Illinois, ZDA) [3], dandanes pa je za-
radi nizke cene in izredno visoke obstojnosti, tudi do 10 milijonov ciklov [1], razsˇirjeno
na mnoga razlicˇna podrocˇja uporabe. Najdemo jih npr. v avtomobilskih vratih, kjer
so uporabljeni kot senzorji, ki zaznavajo, cˇe so vrata odprta, v tem primeru se v kabini
avtomobila vklopi lucˇ, v pomivalnem stroju, kjer v primeru, da med delovanjem stroja
odpremo vrata, ustavijo delovanje, v racˇunalniˇskih miˇskah, kjer zaznavajo pritisk gum-
bov, itd. Primer mikrostikala, kot ga najdemo npr. v racˇunalniˇski miˇski, je prikazan
na sliki 1.1. Vecˇ o principu delovanja mikrostikala je opisano v podpoglavju 3.3.1.
(a) (b)
Slika 1.1: Primer mikrostikala, kot ga najdemo npr. v racˇunalniˇski miˇski: (a) zunanji
del mikrostikala in (b) notranji kovinski mehanizem mikrostikala.
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1.1.2 Geometrijska nelinearnost v mehaniki
Veliko problemov prakticˇne narave vkljucˇuje tudi nelinearno obnasˇanje. Ti problemi
tipicˇno vkljucˇujejo znatno spremembo oblike, pogosto pa tudi nelinearno materialno
obnasˇanje.
Pomembno orodje za analizo nelinearnih problemov je metoda koncˇnih elementov, kjer
s postavitvijo fizikalnega in matematicˇnega modela pridemo do sistema nelinearnih
enacˇb, katerih resˇevanje ponavadi poteka iterativno, v nasprotju z linearnimi problemi,
kjer resˇujemo sistem linearnih enacˇb [4].
Osnovne lastnosti geometrijskega nelinearnega obnasˇanja bomo prikazali s pomocˇjo
enostavnega primera strukture, prikazane na sliki 1.2 [4]. Predstavili bomo nelinearno
povezavo med obremenitvijo in pomikom. Struktura je sestavljena iz dveh enakih palic,
na srediˇscˇnem vozliˇscˇu obremenjena z vertikalno silo F in nepomicˇno cˇlenkasto pod-
prta na obeh koncih. Vertikalni pomik srediˇscˇnega vozliˇscˇa oznacˇimo z u. V zacˇetnem
stanju je dolzˇina vsake palice l0.
Slika 1.2: Model strukture, sestavljene iz dveh palic.
Delovanje sile F povzrocˇi vertikalen pomik centralnega vozliˇscˇa u. Predpostavimo, da
velja a ≪ b, zato lahko kvadratna korena, s katerima zapiˇsemo zacˇetno dolzˇino palice
l0 in trenutno dolzˇino palice l (glej sliko 1.3), razvijemo v vrsto s pomocˇjo binomskega
teorema:
(a+ b)n =
n∑︂
k=0
(︃
n
k
)︃
xk yn−k = an + nan−1b+ . . . (1.1)
Uposˇtevamo prva dva cˇlena vsote in zapiˇsemo:
l0 =
√
b2 + a2 ≈ (︁b2)︁ 12 + 1
2
(︁
b2
)︁− 1
2 a2 ≈ b
(︃
1 +
1
2
a2
b2
)︃
, (1.2)
l =
√︁
b2 + (a+ u)2 ≈ (︁b2)︁ 12 + 1
2
(︁
b2
)︁− 1
2 (a+ u)2 ≈ b
(︄
1 +
1
2
(︃
a+ u
b
)︃2)︄
. (1.3)
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Slika 1.3: Zacˇetna dolzˇina palice l0, trenutna dolzˇina palice l in pomik centralnega
vozliˇscˇa u.
Inzˇenirska mera deformacije je definirana kot razmerje med raztezkom palice in njeno
zacˇetno dolzˇino:
ε =
l − l0
l0
=
a
l0
u
b
+
1
2
(︃
u
l0
)︃2
. (1.4)
V skladu s predpostavko a ≪ b predpostavimo, da velja b ≈ l0, kar storimo zaradi
enostavnejˇsega zapisa enacˇb v nadaljevanju. Tako dobimo:
ε ≈ a
l0
u
l0
+
1
2
(︃
u
l0
)︃2
. (1.5)
Prvi cˇlen predstavlja linearen del deformacije, drugi cˇlen pa nelinearen. Na pravo
mero deformacije ne sme vplivati tog premik palice, zato mora biti nelinearna funkcija
komponente premika. V primeru, ko je premik u majhen v primerjavi z dolzˇinami l0
in a, bo linearen cˇlen dobra aproksimacija deformacije, a se v tem primeru izgubijo
nekatere nelinearne lastnosti problema.
Predpostavimo, da sta palici linearno elasticˇni z osno togostjo EA, pri cˇemer je E
elasticˇni modul, A pa povrsˇina precˇnega prereza. Tako lahko zapiˇsemo osno silo v
vsaki izmed palic:
N = EAε ≈ EA
(︄
a
l0
u
l0
+
1
2
(︃
u
l0
)︃2)︄
. (1.6)
Da so sile v vertikalni smeri v ravnovesju, mora biti zunanja sila F enaka notranji sili
G(u), ki je posledica deformacije strukture. Sila G(u) predstavlja vertikalno kompo-
nento osnih sil obeh palic. Cˇe oznacˇimo kot, ki ga posamezna palica oklepa s horizon-
talo, z α, potem zapiˇsemo:
G(u) = 2N sinα = 2N
a+ u
l
. (1.7)
Zaradi enostavnejˇsega zapisa enacˇb v nadaljevanju predpostavimo, da velja l ≈ l0, tako
zapiˇsemo:
G(u) ≈ 2EA
l30
(︃
au+
1
2
u2
)︃
(a+ u), (1.8)
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oz. v brezdimenzijski obliki:
G(u) ≈ 2EA
(︃
a
l0
)︃3(︃
u
a
+
3
2
(︂u
a
)︂2
+
1
2
(︂u
a
)︂3)︃
, (1.9)
kjer u/a predstavlja normiran pomik. Povezava med obremenitvijo in pomikom, za
primer sile usmerjene navzdol, je v skladu z enacˇbo (1.9) prikazana na sliki 1.4.
Slika 1.4: Krivulja obremenitve v odvisnosti od pomika za primer strukture iz dveh
palic.
Povecˇevanje navzdol usmerjene sile iz neobremenjenega stanja A vodi do lokalnega
maksimumaB. V tem stanju struktura ne more vecˇ podpirati dodatne obremenitve, kar
pomeni, da dodatno povecˇevanje sile povzrocˇi preskok v stanje F . Preskok je nestabilen
dinamicˇni proces, kar pomeni, da krivulja ni popolnoma reprezentativna. Strukturo pa
lahko obremenimo tudi z vodenjem pomika, torej centralno vozliˇscˇe vodimo navzdol s
pomikom −u. V tem primeru navzdol usmerjena sila narasˇcˇa od stanja A do stanja
B in nato pada do stanja C, kjer je u = −a in sta palici kolinearni. Do stanja
D sila narasˇcˇa, sila je sedaj usmerjena navzgor, in nato pada do stanja E, kjer je
struktura neobremenjena in simetricˇna zacˇetni legi z ozirom na horizontalo. Nadaljnje
povecˇevanje pomika do stanja F povzrocˇi povecˇevanje znova navzdol usmerjene sile in
povecˇevanje togosti strukture.
1.2 Cilji naloge
Cilj magistrskega dela je izdelati lastno razviti program, ki bo omogocˇal resˇevanje ge-
ometrijsko nelinearnega mehanskega odziva linijskih konstrukcij, nato pa ta program
uporabiti za analizo delovanja notranjega kovinskega mehanizma mikrostikala. V ta
namen bomo najprej raziskali teoreticˇno ozadje in pristope pri obravnavi geometrijskih
nelinearnih linijskih konstrukcij po metodi koncˇnih elementov. V poglavju 2 bomo
prikazali izpeljave formulacij geometrijsko nelinearnih koncˇnih elementov za palico in
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nosilec. Postopek izdelave programa z implementacijo formulacij koncˇnih elementov
in verifikacijo njegovega delovanja bomo prikazali v poglavju 3. V tem poglavju bomo
prav tako predstavili princip delovanja mikrostikal in opisali zasnovo modela za ana-
lizo delovanja mikrostikala. Na koncu bomo v poglavju 4 predstavili rezultate analize
delovanja mikrostikala.
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2 Teoreticˇne osnove in pregled lite-
rature
V tem poglavju sta izpeljani formulaciji geometrijsko nelinearnega koncˇnega elementa
za palico in geometrijsko nelinearnega ko-rotacijskega koncˇnega elementa za nosilec.
Izpeljavi sta povzeti po [4].
2.1 Pregled literature
V nadaljevanju bo narejen pregled pomembnejˇsih del s podrocˇja geometrijske neline-
arnosti pri koncˇnih elementih, pri cˇemer nas predvsem zanimajo palice in nosilci.
Leta 1991 je izsˇlo obsezˇno delo z naslovom Non-linear finite element analysis of so-
lids and structures avtorja Michaela Crisfielda [5, 6]. Na zacˇetku knjige so opisane
osnove geometrijske nelinearnosti, nato pa sledi izpeljava koncˇnih elementov za palico
za razlicˇne mere deformacij. Knjiga vsebuje tudi 2D in 3D formulacijo elementov za
nosilce, pa tudi formulacije lupinskih in 3D elementov, za primere velikih deformacij,
velikih rotacij, hiperelasticˇnosti, plasticˇnosti itd. Delo obsezˇno predstavi vse potrebne
matematicˇne osnove.
Knjiga Nonlinear finite elements for continua and structures, 2000 [7] vsebuje formu-
lacije koncˇnih elementov za palice, nosilce in lupine. Poudarek v knjigi je tudi na
mrezˇenju in konstitutivnih modelih.
Knjiga An introduction to nonlinear finite element analysis, 2004 [8] pricˇne z osno-
vami koncˇnih elementov, nato pa se osredotocˇi na nelinearno ukrivljanje nosilcev in
elasticˇnih plosˇcˇ, vsebuje pa tudi poglavja o materialnih nelinearnostih in formulaciji
3D elementov.
Knjiga Nonlinear continuum mechanics for finite element analysis, 2009 [9] prikazˇe
nelinearno obnasˇanje struktur na primeru, nato pa se osredotocˇi na analizo 3D palicˇja,
vsebuje vse potrebna matematicˇne osnove, izpeljavo nelinearnih mer deformacij, pa
tudi poglavja o hiperelasticˇnosti, veliki elasto-plasticˇni deformaciji in racˇunalniˇski im-
plementaciji opisanih elementov.
Knjiga Non-linear Modeling and Analysis of Solids and Structures, 2009 [4] pricˇne z
prikazom nelinearnosti na enostavnih primerih, sledi izpeljava nelinearnega elementa
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za palico, nato pa matematicˇne osnove koncˇnih rotacij, izpeljava formulacije za nosilec
na osnovi koncˇnih rotacij in izpeljava ko-rotacijske formulacije za nosilec, nazadnje pa
sˇe izpeljava formulacij za 3D element. Ta knjiga bo tudi sluzˇila kot osnova za izpeljave
formulacij v nadaljevanju tega poglavja.
2.2 Izpeljava geometrijsko nelinearnega koncˇnega
elementa za palico
Koncˇni element za palico vsebuje le eno notranjo prostostno stopnjo – raztezek, zato
je izpeljava ravnovesnih in togostnih relacij relativno enostavna, saj je deformacija v
elementu konstantna.
2.2.1 Deformacija in mera deformacije
Pri vecˇini formulacij koncˇnih elementov so primarne spremenljivke problema pomiki.
Ti lahko vodijo do deformacij elementov in posledicˇno do notranjih sil.
Pri palicˇnem elementu je deformacija odvisna od raztezka. Slika 2.1 prikazuje palicˇni
element zacˇetne dolzˇine l0. Zaradi deformacije se pojavi raztezek u, tako je nova dolzˇina
palice:
l = l0 + u. (2.1)
Slika 2.1: Palica z oznacˇeno zacˇetno dolzˇino l0, raztezkom u in trenutno dolzˇino l [4].
Najenostavnejˇsa definicija mere deformacije je inzˇenirska deformacija, ki je v primeru
palice definirana kot razmerje med njenim raztezkom in njeno zacˇetno dolzˇino:
εE =
u
l0
=
l − l0
l0
. (2.2)
Inzˇenirska mera deformacije se obicˇajno uporablja pri teoriji majhnih deformacij.
V primeru nepoznavanja zacˇetne dolzˇine palice l0 lahko definiramo deformacijski in-
krement δε z ozirom na trenutno dolzˇino palice l:
δε =
δl
l
. (2.3)
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Z integriranjem deformacijskega inkrementa dobimo logaritemsko deformacijo:
εL =
∫︂ l
l0
δε = ln
(︃
l
l0
)︃
. (2.4)
Logaritemska deformacija se uporablja pri problemih z velikimi deformacijami, pri
primerih z majhnimi deformacijami pa sta εE in εL skoraj enaka.
Pri primerih, ki vsebujejo velike pomike in le male deformacije je sˇe posebej pomembno,
da togi premik telesa ne povzrocˇi spremembe vrednosti mere deformacije. Pri takih
primerih je prikladno uporabiti l2 namesto l kot osnovo za definicijo mere deformacije.
Eden izmed razlogov za to je ta, da je dolzˇina vektorja a = [a1, a2, a3]
T enaka vsoti
kvadriranih komponent vektorja, a2 = a21 + a
2
2 + a
2
3, kar pripomore k enostavnejˇsemu
matematicˇnemu zapisu nekaterih enacˇb, drug razlog pa je to, da je definicijo, osnovano
na l2 lazˇje generalizirati za dvo- in tridimenzionalne primere. Za pridobitev mere
deformacije na osnovi l2 najprej preoblikujemo enacˇbo (2.2):
εE =
(l − l0)(l + l0)
l0(l + l0)
=
l2 − l20
l20(1 +
l
l0
)
=
l2 − l20
l20(1 +
l0
l0
+ u
l0
)
=
l2 − l20
l20(2 + εE)
. (2.5)
Cˇe iz imenovalca spustimo εE, dobimo definicijo Greenove deformacije:
εG =
l2 − l20
2l20
. (2.6)
Razlicˇne mere deformacij so povezane z naslednjo enacˇbo:
εL = ln (1 + εE) =
1
2
ln (1 + 2εG). (2.7)
Slika 2.2 prikazuje graf treh prej definiranih mer deformacij. Iz slike je razvidno, da
velja εG > εE > εL. Za vrednosti pomika |u/l0| < 0,05 je razlika med vrednostmi
razlicˇnih mer deformacij < 3 %.
1 2 3 l/l0
-6
-4
-2
2
4
6
8
ε
εE
εL
εG
Slika 2.2: Prikaz mer deformacij εE, εG in εL.
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Pri izbiri primerne mere deformacije je potrebno presoditi, ali bo ta imela realisticˇno
koncˇno vrednost. Za modeliranje velikih deformacij bi moralo definicijsko obmocˇje mere
deformacije znasˇati od −∞ za neskoncˇno kompresijo do ∞ za neskoncˇen raztezek. Iz
slike je razvidno, da Greenova in inzˇenirska deformacija ne izpolnjujeta tega pogoja,
saj ima Greenova deformacija pri neskoncˇni kompresiji vrednost -0,5, inzˇenirska pa
vrednost -1. Tako je edina mera deformacije, ki je ustrezna v celotnem obmocˇju, od
neskoncˇne kompresije do neskoncˇnega raztezka, logaritemska mera deformacije.
2.2.2 Ravnovesje in virtualno delo
Slika 2.3 prikazuje palicˇni element s koncˇnima tocˇkama A in B. Koordinate tocˇk A
in B so zapisane v globalnem kartezijevem koordinatnem sistemu in znasˇajo xA in
xB, v zacˇetnem stanju pa so koordinate tocˇk xA0 in xB0 . Dimenzija vektorjev je
odvisna of dimenzije prostora in znasˇa dve za dvodimenzionalen prostor ter tri za
tridimenzionalen prostor. Izkazˇe se, da pri formulaciji ravnovesnih in togostnih relacij
dimenzija ni pomembna, razen povsem pri koncu, pri zapisu posameznih komponent.
Slika 2.3: Palicˇni element AB v zacˇetni in premaknjeni konfiguraciji [4].
Tocˇkama A0 in B0 sta dodana pomika uA in uB. Vpliv na staticˇno ravnovesje in togost
palice imata le velikost in smer vektorja
−→
AB. Vektor, ki definira zacˇetno konfiguracijo,
je:
x0 = xB0 − xA0 . (2.8)
Razlika pomikov v tocˇki A in B je oznacˇena z:
u = uB − uA, (2.9)
tako lahko zapiˇsemo vektor
−→
AB z dodanimi pomiki kot:
x = x0 + u. (2.10)
Sedaj je enostavno izracˇunati zacˇetno dolzˇino l0 in dolzˇino l po deformaciji:
l20 = x
T
0x0, (2.11)
l2 = xTx = (x0 + u)
T(x0 + u). (2.12)
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Tako lahko sedaj z l0 in l izrazimo katerokoli mero deformacije, definirano v poglavju
2.2.1. Zaradi dejstva, da je zapis kvadrata zacˇetne dolzˇine palice l0 in kvadrata trenutne
dolzˇine palice l enostaven, je najbolj prikladno uporabiti Greenovo deformacijo εG, ki
smo jo uporabili pri formulaciji geometrijsko nelinearnega koncˇnega elementa za palico
v tem poglavju. Izpeljali pa smo tudi formulacijo geometrijsko nelinearnega koncˇnega
elementa za palico z uporabo inzˇenirske in z uporabo logaritemske deformacije; izpeljavi
sta zapisani v Prilogi A.
Iz enacˇbe (2.6) sledi:
εG =
l2 − l20
2l20
=
(x0 + u)
T(x0 + u)− xT0x0
2l20
=
2xT0u+ u
Tu
2l20
=
1
l20
(︃
xT0u+
1
2
uTu
)︃
.
(2.13)
To enacˇbo si lahko interpretiramo kot projekcijo pomika u na srednji vektor x1/2 =
1
2
(x0 + x), skaliran z l
2
0:
εG =
1
l20
(︃
x0 +
1
2
u
)︃T
u =
1
l20
1
2
(x0 + x)
T u =
1
l20
xT1/2u. (2.14)
Ta interpretacija je prikazana na sliki 2.4. Pri splosˇni formulaciji Greenove deformacije
lahko interpretacija na podlagi vektorja srednje lege pripomore k lazˇji dolocˇitvi εG.
Slika 2.4: Projekcija pomika u na srednji vektor x1/2 =
1
2
(x0 + x) [4].
Variacija deformacije, zapisane v (2.13) je potrebna za formulacijo principa virtualnega
dela:
δεG =
1
l20
(x0 + u)
T δu =
1
l20
xTδu. (2.15)
Pri izpeljavi formulacije koncˇnega elementa je pogosto uporabljen princip virtualnega
dela. V skladu s principom virtualnega dela mora poljubna variacija deformacije pri-
vesti do identicˇnega notranjega in zunanjega dela. Notranje delo je izrazˇeno na podlagi
notranje sile (oz. notranjih sil), zunanje pa na podlagi zunanjih obremenitev. Torej,
princip virtualnega dela vzpostavi relacijo med notranjimi in zunanjimi silami.
Za palico, na katero delujeta zunanji sili fA in fB na krajiˇscˇnih vozliˇscˇih A in B, je
splosˇna enacˇba principa virtualnega dela naslednja:
δW =
∫︂
Nδε ds− fTAδuA − fTBδuB = 0. (2.16)
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Za specificˇnost je potrebno v integralu uporabiti mero deformacije in ustrezno dolzˇino,
z uporabo Greenove deformacije in zacˇetne dolzˇine elementa l0 tako dobimo:
δW =
∫︂ l0
0
1
l20
(Nx)T(δuB − δuA) ds− fTAδuA − fTBδuB = 0. (2.17)
Z zamenjavo vrstnega reda cˇlenov lahko enacˇbo preoblikujemo v:
δW = δuTA
(︃
−
∫︂ l0
0
1
l20
(Nx) ds− fA
)︃
+ δuTB
(︃∫︂ l0
0
1
l20
(Nx) ds− fB
)︃
= 0. (2.18)
Enacˇba mora veljati za katerokoli izbiro virtualnih pomikov δuA in δuB; po integriranju
tako pridemo do naslednjih enacˇb:
fA = −N
l0
x, (2.19)
fB =
N
l0
x. (2.20)
Za linearno elasticˇno palico, kjer je N sorazmerna z εG, je konstitutivna enacˇba nasle-
dnja:
N = EAεG, (2.21)
pri cˇemer je E modul elasticˇnosti in A povrsˇina precˇnega prereza palice. Notranji
sili qA in qB, povzrocˇeni zaradi deformacije elementa, lahko izrazimo v odvisnosti od
pomikov uA in uB s substitucijo (2.21) v (2.19) in (2.20):
qA = −N
l0
x = −EAεG 1
l0
x, (2.22)
qB =
N
l0
x = EAεG
1
l0
x. (2.23)
Z znanimi pomiki uA in uB dolocˇimo vektor pomikov u iz enacˇbe (2.9), trenutni vektor
x iz (2.10) in εG iz (2.14). To omogocˇa dolocˇitev notranjih sil qA in qB z iterativno me-
todo resˇevanja. Za dolocˇitev ustreznega inkrementa pomikov pa je potrebna trenutna
togost.
Pri formulaciji koncˇnih elementov je pomembno imeti matricˇno obliko, kjer so zajete
vse koordinate, pomiki in sile v vektorski obliki. Oznaka ˜ oznacˇuje razsˇirjen vektor,
ki vsebuje vektorje iz vseh vozliˇscˇ elementa. V tej notaciji so razsˇirjeni vektor lokacij,
pomikov in notranjih sil palicˇnega elementa:
x˜T =
[︁
xTA,x
T
B
]︁
, (2.24)
u˜T =
[︁
uTA,u
T
B
]︁
, (2.25)
q˜T =
[︁
qTA, q
T
B
]︁
. (2.26)
V tej notaciji je enacˇba (2.11) za zacˇetno dolzˇino:
l20 = x
T
0x0 = x˜
T
0
[︃
I −I
−I I
]︃
x˜0, (2.27)
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kje je I enotna matrika, ki ustreza dimenziji prostora, ki je tipicˇno dve ali tri.
Z uporabo (2.8) in (2.9) ponovno zapiˇsemo enacˇbo (2.14) za Greenovo deformacijo:
εG =
1
l20
1
2
(x˜0 + x˜)
T
[︃
I −I
−I I
]︃
u˜ =
1
l20
x˜T1/2
[︃
I −I
−I I
]︃
u˜. (2.28)
Inkrement deformacije (2.15) pa zavzame obliko:
δεG =
1
l20
x˜T
[︃
I −I
−I I
]︃
δu˜. (2.29)
Notranje sile (2.22) in (2.23) imajo naslednjo matricˇno obliko:
q˜ =
N
l0
[︃
I −I
−I I
]︃
x˜ =
EAεG
l0
[︃
I −I
−I I
]︃
x˜, (2.30)
kjer je εG dolocˇen z (2.28). Deformacija in notranje sile q˜ so nelinearne funkcije pomikov
u˜.
2.2.3 Tangentna togostna matrika
Spremembo notranjih sil qA in qB, ustrezno infinitezimalnima spremembama pomikov
uA in uB, definira tangentna togostna matrika. Z odvajanjem enacˇbe (2.22) dobimo:
dqA = −xdN
l0
− N
l0
dx = −
(︃
x
l0
dN
du
+
N
l0
I
)︃
d(uB − uA). (2.31)
Iz enacˇb (2.22) in (2.23) sledi:
dqB = − dqA. (2.32)
Za linearno elasticˇno palico s konstitutivno enacˇbo (2.21) z odvajanjem dobimo:
dN
du
= EA
dεG
du
=
EA
l20
(xT0 + u
T) =
EA
l20
xT. (2.33)
Izraz vstavimo v (2.31) in (2.32), rezultat zapiˇsemo v matricˇni obliki:[︃
dqA
dqB
]︃
=
(︃
EA
l30
[︃
xxT −xxT
−xxT xxT
]︃
+
N
l0
[︃
I −I
−I I
]︃)︃[︃
duA
duB
]︃
. (2.34)
Iz oblike enacˇbe (2.31) je razvidno, da velja dqB = dqA in dqB = − dqA = 0 za transla-
cijo togega telesa duB = duA. Prva matrika v izrazu (2.34) predstavlja konstitutivno
togost zaradi deformacije materiala, druga matrika pa je zacˇetna napetostna togost,
pogosto poimenovana geometrijska togost. Razdelitev teh dveh delov lahko prikazˇemo
s predstavitvijo vektorja N z njegovo dolzˇino N in enotskim vektorjem e = N/N , ki
daje smer:
N = Ne. (2.35)
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Ustrezna inkrementalna oblika je:
dN = dNe+N de, (2.36)
kar je prikazano na sliki 2.5 za primer, kjer dolzˇina vektorja e ostane konstantna, torej
de ustreza rotaciji e. Rotacijski cˇlen N de ustreza cˇlenu zacˇetne togosti, sprememba
dolzˇine dNe pa cˇlenu konstitutivne togosti.
Slika 2.5: Dekompozicija inkrementa v rotacijo in spremembo dolzˇine [4].
Z vektorsko notacijo tangentna togostna relacija (2.34) zavzame obliko:
dq˜ =
∂q˜
∂u˜
du˜ = K du˜. (2.37)
Tangenta togostna matrika K je sestavljena iz naslednjih treh prispevkov:
K = K0 +Ku +Kσ, (2.38)
kjer je linearna togostna matrika:
K0 =
EA
l30
[︃
x0x
T
0 −(. . .)
−(. . .) +(. . .)
]︃
, (2.39)
togostna matrika zacˇetnih pomikov:
Ku =
EA
l30
[︃
x0u
T + uxT0 + uu
T −(. . .)
−(. . .) +(. . .)
]︃
, (2.40)
in togostna matrika zacˇetnih napetosti:
Kσ =
N
l0
[︃
I −I
−I I
]︃
. (2.41)
V referencˇni konfiguraciji je zacˇetni pomik enak nicˇ, tako matrika zacˇetnih pomikov
izgine.
2.2.4 Sestavljanje globalne togosti in sil
Do sedaj sta bili trenutna notranja sila in tangentna togost dolocˇeni za vsak element po-
sebej. Struktura pa je sestavljena iz vecˇih elementov, zdruzˇenih v vozliˇscˇih. V primeru
palicˇnih elementov so obremenitve in podpore aplicirane na vozliˇscˇih. Pomik celotne
strukture je v celoti opisan z vektorjem pomika un v vsakem vozliˇscˇu, rezultanta sil v
14
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vsakem vozliˇscˇu pa je dolocˇena s sesˇtetjem prispevkov sil vseh elementov, ki vsebujejo
to vozliˇscˇe. Torej, pomik vozliˇscˇa je skupen vsem pripadajocˇim elementom, medtem
ko je rezultirajocˇa notranja sila dolocˇena s sesˇtetjem prispevkov sil vseh pripadajocˇih
elementov.
Za primer strukture, sestavljene iz nekega sˇtevila elementov, zdruzˇenih v vozliˇscˇih,
princip virtualnega dela pravi, da je razlika med notranjim in zunanjim virtualnim
delom enaka nicˇ. Notranje virtualno delo je vsota prispevkov vsakega elementa, zunanje
virtualno delo pri palicˇju, kjer so sile in podpore aplicirane na vozliˇscˇih, pa je delo sil,
ki delujejo v vozliˇscˇih. Tako virtualno delo strukture zavzame obliko:
δW =
∑︂
elementi
∫︂
δεN ds−
∑︂
vozliˇscˇa
δuTnfn = 0, (2.42)
pri cˇemer je virtualna deformacija δε v elementih dolocˇena z (2.15) v odvisnosti od
virtualnih pomikov δu v vozliˇscˇih elementov. Inkrementalna virtualna deformacija je
lahko izrazˇena z odvodom celotne deformacije:
δε =
∑︂
vozliˇscˇa
∂ε
∂un
δun =
∑︂
vozliˇscˇa
δuTn
∂ε
∂uTn
. (2.43)
Deformacija v vsakem elementu je odvisna le od vektorja pomikov v vozliˇscˇih elementa,
tako v vsoti uposˇtevamo le ta vozliˇscˇa. Enacˇba virtualnega dela (2.42) je tako lahko
zapisana kot:
δW =
∑︂
vozliˇscˇa
δuTn
(︄ ∑︂
elementi
∫︂
∂ε
∂uTn
N ds− fn
)︄
= 0. (2.44)
Integrali po elementih dajo notranjo silo qn v posameznih vozliˇscˇih elementa. Iz odva-
janja definicije mere deformacije (2.13) sledi:
qA =
∫︂
∂ε
∂uTA
N ds = −N
l0
x, (2.45)
qB =
∫︂
∂ε
∂uTB
N ds =
N
l0
x, (2.46)
cˇe je vektor x elementa orientiran od A do B.
Iz enacˇbe (2.44) se za vsako vozliˇscˇe pridobi ena ravnovesna enacˇba, ki je oblike:∑︂
vozliˇscˇa
qn = fn, n = 1, . . . (2.47)
Samo elementi, ki so povezani z vozliˇscˇem n, imajo vpliv na vsoto, povezano z ravno-
vesjem tega vozliˇscˇa. Enacˇba (2.47) izrazˇa enakost med notranjimi silami, generiranimi
v elementih strukture, in zunanjimi silami, apliciranimi na vozliˇscˇih.
Pri resˇevanju je potrebna relacija med infinitezimalno spremembo obremenitev in ustre-
zajocˇo spremembo pomikov. Ta t.i. tangentna togostna relacija je pridobljena z uposˇte-
vanjem razlike med dvema sosednjima ravnovesnima stanjema. V vsakem ravnovesnem
stanju virtualno delo izgine, zato enako velja za inkrement virtualnega dela:
d(δW ) = lim(δW2 − δW1). (2.48)
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V enacˇbi virtualnega dela je variacija pomika δu poljubna, in cˇe izberemo enako vari-
acijo pomika za obe sosednji stanji, enacˇba (2.48) zavzame obliko:
d(δW ) =
∑︂
vozliˇscˇa
δuTn
(︄ ∑︂
elementi
dqn − dfn
)︄
= 0. (2.49)
Kot prej, lahko to relacijo pretvorimo v vektorsko enacˇbo za vsako izmed vozliˇscˇ:∑︂
elementi
dqn = dfn, n = 1, . . . , (2.50)
tokrat za inkremente notranjih sil dqn elementa in inkremente zunanjih sil dfn. Za
vsak element sta inkrement notranjih sil q˜ in inkrement pomikov u˜ vozliˇscˇ elementa
povezana s tangentno togostno matriko elementa:
dq˜ =
∂q˜
∂u˜
du˜ = K˜ du˜, (2.51)
kjer je vpeljana notacija K˜, ki oznacˇuje tangentno togostno matriko elementa. S sub-
stitucijo izraza (2.51) v inkrementalno ravnovesno enacˇbo (2.50), dobimo:(︄ ∑︂
elementi
K˜
)︄
du = df , (2.52)
kjer vektorja du in df vsebujeta komponente vseh vozliˇscˇ strukture. Sesˇtetje po vseh
elementih definira globalno tangentno togostno matriko:
K =
∑︂
elementi
K˜. (2.53)
2.2.4.1 Fomulacija koncˇnega elementa za palicˇje iz dveh elementov
V nadaljevanju bo prikazano, kako pridobiti trenutne notranje sile in inkrementalne
ravnovesne enacˇbe palicˇja, s sestavljanjem prispevkov posameznih elementov.
Zamislimo si palicˇje, kot je prikazano na sliki 1.2; levo podporo oznacˇimo z A, zgornje
vozliˇscˇe z B in desno podporo s C. Palicˇje je tako sestavljeno iz dveh elementov AB
in BC, povezanih v vozliˇscˇu B. Vektorja pomikov in notranjih sil elementa za element
AB sta:
u˜T =
[︁
uTA,u
T
B
]︁
, (2.54)
q˜T =
[︁
qTA, q
T
B
]︁
, (2.55)
za element BC pa:
u˜T =
[︁
uTB,u
T
C
]︁
, (2.56)
q˜T =
[︁
qTB, q
T
C
]︁
. (2.57)
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Trenutne notranje sile elementa so dane z enacˇbo (2.30):
q˜ =
N
l0
[︃
I −I
−I I
]︃
x˜, (2.58)
kjer je N = EAεG, mera deformacije εG pa je dana z enacˇbo (2.28). Vektor x˜ opisuje
trenutno pozicijo vozliˇscˇ elementa. V vsakem vozliˇscˇu je celotna notranja sila vsota pri-
spevkov vseh vozliˇscˇ, povezanih na to vozliˇscˇe. V opisanem primeru lahko to izrazimo
kot:⎡⎣qAqB
qC
⎤⎦ =
⎡⎣qAqB
⎤⎦
AB
+
⎡⎣qB
qC
⎤⎦
BC
. (2.59)
Sestavljanje sil elementov sestoji iz urejanja vektorja sil q˜ vsakega elementa v globalno
osˇtevilcˇeno shemo in nato sesˇtevanja vseh prispevkov.
Togostna matrika elementa je dana z enacˇbo (2.34):
K˜ =
EA
l30
[︃
xxT −xxT
−xxT xxT
]︃
+
N
l0
[︃
I −I
−I I
]︃
, (2.60)
pri cˇemer je x vektor, ki opisuje trenutno pozicijo elementa. Togostne matrike posa-
meznih elementov morajo biti sestavljene na tak nacˇin, da je vektor pomika v skup-
nem vozliˇscˇu skupen, sile v posameznih elementih v tem vozliˇscˇu pa so sesˇtete, kar je
dosezˇeno s formatom:
KAB
KBC
⎡⎢⎢⎢⎣
⎤⎥⎥⎥⎦
duA
duB
duC
⎡⎢⎢⎢⎣
⎤⎥⎥⎥⎦ =
dqA
dqB
dqC
⎡⎢⎢⎢⎣
⎤⎥⎥⎥⎦. (2.61)
Sestavljanje tangentne togostne matrike sestoji iz pozicioniranja togostnih matrik po-
sameznih elementov v format globalne togostne matrike in nato sesˇtevanja prispevkov
vseh elementov, s cˇimer se tvori globalna togostna matrika.
V opisanem primeru se togostni matriki obeh elementov enostavno prekrivata v eni
cˇetrtini. V splosˇnem pa je element AB povezan v vozliˇscˇi z globalnim osˇtevilcˇenjem i
in j. Togostna matrika elementa je nato razdeljena v sˇtiri podmatrike:
K˜ =
[︄
kAA kAB
kBA kBB
]︄
. (2.62)
Prispevek tega elementa globalni tangentni togostni matriki lahko zapiˇsemo kot:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
...
...
. . . [kAA] . . . [kAB] . . . i
K =
...
...
. . . [kBA] . . . [kBB] . . . j
...
...
i j
(2.63)
Kljucˇno pri sestavljanju togostne matrike je pravilna identifikacija osˇtevilcˇenja vozliˇscˇ
elementa v globalni togostni matriki.
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2.3 Izpeljava geometrijsko nelinearnega ko-rotacijskega
elementa za nosilec
Izkazˇe se, da je koristno obravnavati nosilec v lokalnem koordinatnem sistemu, ki te-
melji na elementu. Premik nosilca je tako opisan s kombinacijo premika lokalnega
koordinatnega sistema in deformacije nosilca znotraj lokalnega koordinatnega sistema.
Postopek razdelitve premika elementa na ta dva dela poimenujemo ko-rotacijska for-
mulacija. Pri tej formulaciji se tangentna togostna matrika razdeli na vsoto dveh delov;
na del, povezan z rotacijo lokalnega koordinatnega sistema in na del, povezan z defor-
macijo elementa v tem lokalnem koordinatnem sistemu. Prednost te formulacije je,
da so pomiki in rotacije v lokalnem koordinatnem sistemu majhni, kar pomeni, da jih
lahko obravnavamo po aproksimativni teoriji.
Slika 2.6 prikazuje nosilec v ravnini, definirani s fiksnim koordinatnim sistemom x1, x2.
Sam nosilec pa je popisan v lokalnem koordinatnem sistemu x, y, ki sledi premikom
nosilca. Lokalni koordinatni sistem je definiran z lokacijo tocˇk A in B, ki sta na obeh
koncih nosilca; x-os gre skozi tocˇki A in B, izhodiˇscˇe koordinatnega sistema pa se
nahaja na sredini med tocˇkama.
Slika 2.6: Gibanje nosilca v lokalnem ko-rotacijskem koordinatnem sistemu [4].
V globalnem koordinatnem sistemu je gibanje nosilca popisano s translacijo in rotacijo
tocˇk A in B:
dpTA = [du
A
1 , du
A
2 , dϕ
A], (2.64)
dpTB = [du
B
1 , du
B
2 , dϕ
B]. (2.65)
Gibanje nosilca je torej popisano s sˇestimi komponentami, kar pomeni, da je tudi
konjugiranih komponent sile in momenta v tocˇkah A in B sˇest:
qTA = [f
A
1 , f
A
2 ,m
A], (2.66)
qTB = [f
B
1 , f
B
2 ,m
B]. (2.67)
Uporabimo naslednjo notacijo:
dpT = [dpTA, dp
T
B], (2.68)
qT = [qTA, q
T
B] (2.69)
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za celoten popis premikov in generaliziranih sil v globalnem koordinatnem sistemu. Ko
sta ta dva vektorja izrazˇena v lokalnem koordinatnem sistemu, ki temelji na elementu,
ju oznacˇimo z dpe in qe. V tej notaciji je virtualno delo generaliziranih sil na koncˇnih
tocˇkah nosilca oblike:
δW = δpTq. (2.70)
Ta izraz bo uporabljen za zapis ravnovesja elementa z uporabo δpe in qe v lokalnem
koordinatnem sistemu in za dolocˇitev tangentne togostne matrike elementa, nanasˇajocˇe
se na globalna inkrementa dp in dq.
Ideja ko-rotacijske formulacije je razdeliti premike na dva dela: na premik togega telesa,
povezan popisan s pomikom lokalnega koordinatnega sistema in na deformacijo nosilca
znotraj tega lokalnega koordinatnega sistema. Premik lokalnega koordinantega sistema
je popisan s translacijo uT = [u1, u2] izhodiˇscˇa in z rotacijo φ osi. Inkrementalna
premika togega telesa du in dφ sta prikazana na sliki 2.7.
Slika 2.7: Inkrementalna pomika togega telesa: (a) translacija in (b) rotacija [4].
Popis celotnega gibanja elementa zahteva sˇest komponent, tri komponente za premik
togega telesa in tri komponente za opis deformacije nosilca. Te tri komponente defini-
rajo tri deformacijske oblike nosilca, ki so prikazane na sliki 2.8. Prva deformacijska
oblika je raztezek nosilca (slika 2.8a), ki je popisan z osno translacijo 1
2
du tocˇk A in B,
kar pomeni, da povecˇa njuno razdaljo za du. Slika 2.8b prikazuje simetricˇno ukrivljanje
nosilca, ki je definirano z rotacijo 1
2
dφs koncˇnih tocˇk in sicer v smeri urinega kazalca
v tocˇki A in v nasprotni smeri urinega kazalca v tocˇki B. Slika 2.8c pa prikazuje an-
tisimetricˇno ukrivljanje nosilca, ki je definirano z rotacijo 1
2
dφa tocˇk A in B, obeh v
nasprotni smeri urinega kazalca.
Slika 2.8: Deformacijske oblike: (a) raztezek, (b) simetricˇno ukrivljanje in (c)
antisimetricˇno ukrivljanje [4].
Sˇest generaliziranih komponent sile nosilca mora zadostiti trem ravnotezˇnim enacˇbam.
Tri komponente so izbrane kot generalizirane sile, konjugirane pomikom deformacijskih
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oblik, prikazanih na sliki 2.8 Generalizirane sile, ki ustrezajo izbranim deformacijskim
oblikam, so prikazane na sliki 2.9. Raztezek je povezan z normalno silo N (slika 2.9a),
simetricˇno ukrivljanje z momentom Ms (slika 2.9b) in antisimetricˇno ukrivljanje z mo-
mentom Ma. Sili N in momenta Ms sta v ravnovesju, momentoma Ma pa je potrebno
dodati sˇe strizˇni sili Q = −2Ma/l, kot prikazuje slika 2.9c. Pri tem l oznacˇuje trenutno
dolzˇino med tocˇkama A in B.
Slika 2.9: Ravnovesni sistemi obremenitev: (a) normalna sila, (b) konstanten moment
in (c) konstanten strig [4].
Uvedemo matricˇno notacijo za zapis komponent deformacijskih oblik in pripadajocˇih
ravnotezˇnih sil:
dvT = [du, dφs, dφa], (2.71)
tT = [N,Ms,Ma]. (2.72)
Z uporabo te notacije zapiˇsemo zunanje virtualno delo generaliziranih sil na koncih
nosilca kot:
δW = dvTt. (2.73)
Enacˇba je podobna enacˇbi (2.70) v globalnem koordinatnem sistemu, vendar vsebuje
samo tri komponente. Faktor 1
2
v definiciji deformacijskih oblik, prikazanih na sliki 2.8
je potreben, da so generalizirane sile t konjugirane inkrementalnim pomikom dv.
2.3.1 Ko-rotacijska oblika tangentne togosti
Ko-rotacijska formulacija vkljucˇuje dve transformaciji: eno iz reduciranega seta notra-
njih spremenljivk dv in t do popolnega seta spremenljivk dpe in qe v koordinatnem
sistemu, poravnanem z elementom, nato pa transformacijo teh komponent v globalni
koordinatni sistem z rotacijo. Rotacija komponent qe iz lokalnega koordinatnega sis-
tema v globalni koordinatni sistem je popisana z rotacijsko matriko:
R =
⎡⎣cosφ − sinφ 0sinφ cosφ 0
0 0 1
⎤⎦ . (2.74)
Pri uporabi zdruzˇene notacije (2.68), (2.69) je potrebna razsˇirjena rotacijska matrika:
Re =
[︃
R
R
]︃
. (2.75)
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Tako lahko zapiˇsemo enacˇbo za rotacijo komponent v tocˇkah A inB z rotacijsko matriko
R:
q = Re qe. (2.76)
Prvo transformacijo, s katero pridobimo celoten set generaliziranih sil v lokalnem ko-
ordinatem sistemu, izrazimo kot:
qe = S t =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−N
2Ma
l
Ma −Ms
N
−2Ma
l
Ma +Ms
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (2.77)
kjer je transformacijska matrika S:
S =
[︃
S1
S2
]︃
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 0 0
0 0 2/l
0 −1 1
1 0 0
0 0 −2/l
0 1 1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (2.78)
Iz enakosti virtualnega dela δW , izrazˇenega z setom vseh komponent (2.70) in z notra-
njimi komponentami (2.73) sledi:
δW = δpTe δqe = δp
T
e S t = δv
Tt. (2.79)
Zadnja enakost mora veljati za poljubne notranje obremenitve t, tako mora biti vektor
notranjih inkrementalnih pomikov dv povezan s komponentami pomika dpe:
dv = ST dpe = S
TRTe dp. (2.80)
Transformacijska matrika S razsˇiri set notranjih sil v polni format (2.77), transponi-
rana matrika ST pa sluzˇi za pridobitev deformacijskih komponent obremenitvenih oblik
(2.80).
Pri ko-rotacijski formulaciji se za pridobitev tangentne togosti uporabi zunanje vir-
tualno delo. Uporabimo inkrement zunanjega virtualnega dela δW = δpTq. Pri
dolocˇevanju tega inkrementa lahko virtualni vektor pomikov δp predpostavimo kot
konstanten, torej:
d(δW ) = d(δpTq) = δpT dq. (2.81)
Inkrement virtualnega dela d(δW ) je enake oblike kot virtualno delo δW ; generalizi-
rane sile q so zamenjane z njihovimi inkrementi dq. To pomeni, da so inkrementalne
ravnotezˇne enacˇbe za dq enake oblike kot ravnotezˇne enacˇbe za sile q.
Pri dvodimenzionalnih problemih lahko tangentno togost izpeljemo iz inkrementa ge-
neralizirane sile:
q = Re S t. (2.82)
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Enacˇba vsebuje spremembo notranje sile t, spremembo S zaradi spremembe dolzˇine
elementa l in spremembo Re zaradi spremembe zasuka φ:
dq = Re S dt+Re dS t+ dRe S dt. (2.83)
Sprememba notranjega vektorja sil je povezana s spremembo deformacije, torej je po-
dana z enacˇbo oblike:
dt = Kd dv, (2.84)
kjer jeKd tangentna togostna matrika deformacijskih oblik elementa, izrazˇena v zmanjˇsa-
nem 3 x 3 formatu notranjih obremenitev. Ko ta izraz vstavimo v prvi cˇlen (2.83) in
izrazimo dv z (2.80), inkrement sil zavzame obliko:
dq = Re
[︁
SKd S
T dpe +
(︁
dS+RTe dRe S
)︁
t
]︁
. (2.85)
Z mnozˇenjem z RTe dobimo togostno povezavo vseh komponent v lokalnem koordina-
tnem sistemu:
dqe = SKd S
T dpe +
(︁
dS+RTe dRe S
)︁
t. (2.86)
Prvi cˇlen predstavlja togost zaradi lokalne deformacije, drugi cˇlen, ki vsebuje notranje
sile t pa predstavlja kombiniran vpliv ko-rotacije lokalnega koordinatnega sistema in
dejstva, da se strizˇne sile, dolocˇene z ravnotezˇjem momentov, lahko spremenijo zaradi
spremembe dolzˇine l med koncˇnima tocˇkama nosilca.
Rotacijski in razteznostni inkrement sta izrazˇena s komponentami pomikov v lokalnem
koordinatnem sistemu:
dφ = (duBy − duAy )/l, (2.87)
dl = duBx − duAx . (2.88)
Enacˇbo lokalne tangentne togosti lahko preoblikujemo v obliko:
dqe = Ke dpe, (2.89)
kjer je Ke togostna matrika elementa:
Ke = SKd S
T +Kr. (2.90)
Prvi del je togost deformacijskih oblik elementa, dana zKd, drugi delKr pa predstavlja
skupni vpliv ko-rotacije lokalnega koordinatnega sistema in spremembe strizˇne sile
zaradi sprememb dolzˇine l. Ko-rotacijska togostna matrika je izpeljana iz drugega
cˇlena enacˇbe (2.86):
Kr =
[︃
Kr11 K
r
12
Kr21 K
r
22
]︃
, (2.91)
kjer velja:
Kr11 = K
r
22 = −Kr12 = −Kr21 =
1
l
⎡⎣ 0 −Q 0−Q N 0
0 0 0
⎤⎦ . (2.92)
Togostna matrika Kr vkljucˇuje vpliv raztezka dl na strizˇno silo in vpliv rotacije dφ
lokalnega koordinatnega sistema. Z neuposˇtevanjem vpliva raztezka Kr ne bi bila
simetricˇna.
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2.3.2 Deformacijska togost elementa
Pri ko-rotacijski formulaciji je togostna matrika elementa Ke sestavljena iz dveh delov:
Kd izhaja iz inkrementa deformacije elementa, izrazˇene z deformacijskimi oblikami, Kr
pa izhaja iz ko-rotacije lokalnega koordinatnega sistema. Ta razdelitev se razlikuje od
razdelitve togosti na konstitutivni in geometrijski del. Pri ko-rotacijski formulaciji ge-
ometrijsko togost zaradi rotacije lokalnega koordinatnega sistema in zaradi spremembe
strizˇnih sil zaradi raztezka vsebuje Kr. Od stopnje aproksimacije modela nosilca pa
je odvisno, ali deformacijska togostna matrika Kd vsebuje sˇe kaksˇen dodaten vpliv
geometrijske togosti.
2.3.2.1 Konstitutivna togost
Konstitutivne lastnosti nosilca vsebuje deformacijska togostna matrika Kd, izrazˇena z
(2.84) kot matrika koeficientov inkrementalnih relacij med staticˇnimi in kinematicˇnimi
spremenljivkami deformacijskih oblik:⎡⎣ dNdMs
dMa
⎤⎦ =
⎡⎣ Kd
⎤⎦⎡⎣ dudφs
dφa
⎤⎦ . (2.93)
Ta izraz vsebuje konstitutivno togost, dodatno pa lahko vsebuje tudi geometrijski
prispevek. Predpostavimo, da za nosilec veljajo ravnost nosilca, homogenost in ela-
sticˇnost. V tem primeru postane Kd diagonalna matrika, zato se lahko vsaka deforma-
cijska oblika obravnava posebej.
Prva deformacijska oblika je raztezek. Za raven, homogen in elasticˇen nosilec je razte-
znostna togost:
dN =
E A
l
du, (2.94)
ki dolocˇa prvi diagonalni element matrike Kd.
Slika 2.10 prikazuje simetricˇno in asimetricˇno ukrivljanje nosilca. Togost simetricˇnega
ukrivljanja nosilca izhaja iz komplementarnega virtualnega dela konstantne porazdeli-
tve momenta:
Ms φs =
∫︂ l
0
M(s)2
E I
ds = l
M2s
E I
. (2.95)
Inkrementalna togostna relacija je tako:
dMs =
E I
l
dφs, (2.96)
ki dolocˇa drugi diagonalni element matrike Kd.
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Slika 2.10: Deformacijski obliki ukrivljanja: (a) simetricˇno in (b) antisimetricˇno [4].
Staticˇni komponenti asimetricˇnega ukrivljanja nosilca sta moment z linearno variacijo
od −Ma do Ma in konstantna strizˇna sila:
Q = −2Ma/l, (2.97)
dolocˇena iz ravnovesja. Zapiˇsemo komplementarno virtualno delo:
Ma φa =
∫︂ l
0
(︃
M(s)2
E I
+
Q2
GA
)︃
ds = l
(︃
1
3
M2a
E I
+
Q2
GA
)︃
. (2.98)
Definiramo parameter strizˇne prozˇnosti:
ψa =
1
1 + Φ
, (2.99)
Φ =
12E I
l2GA
. (2.100)
Vstavimo strizˇno silo iz enacˇbe (2.97) in dobimo inkrementalno togostno relacijo:
dMa = 3ψa
E I
l
dφa, (2.101)
ki dolocˇa zadnji diagonalni element matrike Kr. Tako lahko zapiˇsemo celotno matriko:
Kd =
1
l
⎡⎣E A E I
3ψaE I
⎤⎦ . (2.102)
Konstitutivna togost je bila tako izpeljana iz statike nosilca.
2.3.2.2 Lokalna geometrijska togost
Poleg konstitutivnega dela deformacijske togostne matrike Ke je lahko prisoten tudi
vpliv geometrijske togosti. Geometrijski vpliv togosti lokalnih deformacijskih oblik
lahko dolocˇimo s predpostavko izginjajocˇe strizˇne obremenitve.
V lokalnem koordinatnem sistemu xy, popiˇsemo ukrivljanje nosilca z izginjajocˇo strizˇno
obremenitvo in normalno silo N z diferencialno enacˇbo:
(E I u′′y)
′′ − (Nu′y)′ = 0. (2.103)
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Pripadajocˇe virtualno delo dolocˇimo z mnozˇenjem z δuy, kateremu sledi integracija po
delih. Rezultat je:
δWin =
∫︂ l
0
(︁
δu′′yE I u
′′
y + δu
′
yN u
′
y
)︁
ds. (2.104)
Ker ni prisotnih tridimenzionalnih vplivov rotacije sledi inkrementalna oblika neposre-
dno iz d(δuy) = 0:
d(δWin) =
∫︂ l
0
(︁
δu′′yE I du
′′
y + δu
′
yN du
′
y
)︁
ds. (2.105)
Lokalna togostna matrika izhaja iz te enacˇbe z substitucijo ustreznih oblikovnih funkcij
za δuy in duy.
Locˇno dolzˇino s je prirocˇno zapisati z brezdimenzijsko koordinato ξ:
s =
1
2
l(1 + ξ), −1 ≤ ξ ≤ 1. (2.106)
Simetricˇna oblika ukrivljanja je tako:
duy = −1
8
l(1− ξ2) dφs, (2.107)
antisimetricˇna oblika pa:
duy = −1
8
l(1− ξ2)ξ dφa. (2.108)
Lokalna togostna matrika izhaja iz substitucije (2.107) in (2.108) v inkrementalno vir-
tualno delo d(δW ), dolocˇeno z enacˇbo (2.105). Togost simetricˇnega in antisimetricˇnega
ukrivljanja nosilca lahko dolocˇimo neodvisno.
Geometrijska togost simetricˇnega ukrivljanja nosilca izhaja iz substitucije odvoda uy,
danega z (2.107) v drugi cˇlen integranda v (2.105), torej:
kdss =
1
2
l
∫︂ 1
−1
(︃
1
2
ξ
)︃
N
(︃
1
2
ξ
)︃
dξ =
1
12
l N. (2.109)
Geometrijska togost antisimetricˇnega ukrivljanja nosilca pa podobno izhaja iz substi-
tucije odvoda uy, danega z (2.108):
kdaa =
1
2
l
∫︂ 1
−1
1
4
(︁
1− 3ξ2)︁N 1
4
(︁
1− 3ξ2)︁ dξ = 1
20
l N. (2.110)
Tako je geometrijska togost ukrivljanja nosilcev s kubicˇno interpolacijo:
Kd = l
⎡⎣0 1
12
N
1
20
N
⎤⎦ . (2.111)
To matriko je potrebno dodati konstitutivnemu delu (2.102), s cˇimer dobimo celotno
togost, povezano z deformacijskimi oblikami.
25
Teoreticˇne osnove in pregled literature
2.3.3 Celotna tangentna togost
V ko-rotacijskem formatu je togostna matrika elementa v lokalnem koordinatnem sis-
temu dana z (2.90). V tem formatu je togost deformacijskih oblik, s konstitutivnim
in morebitnim geometrijskim delom, transformirana v lokalni koordinatni sistem, kjer
je dodan prispevek ko-rotacije lokalnega koordinatnega sistema. Lokalna togostna ma-
trika elementa, zapisana v blokovni matricˇni obliki:
Ke =
[︃
Ke11 K
e
12
Ke21 K
e
22
]︃
. (2.112)
Z uporabo blokovne matricˇne oblike (2.78) transformacijske matrike S lahko zapiˇsemo
(2.90) v podmatricˇni obliki:
Kei j = SiKdS
T
j +K
r
i j, (2.113)
kjer sta i = 1, 2 in j = 1, 2. Podmatrike Kri j, so dolocˇene v (2.92), togostna matrika
deformacijskih oblik Kd je vsota konstitutivnega dela (2.102) in geometrijskega dela
(2.111).
Po vseh potrebnih matricˇnih mnozˇenjih v (2.113) dobimo konstitutiven del togostne
matrike elementov:
Ke11 =
1
l3
⎡⎣E A l2 0 00 12ψaE I 6ψaE I l
0 6ψaE I l (3ψa + 1)E I l
2
⎤⎦ , (2.114)
Ke22 =
1
l3
⎡⎣E A l2 0 00 12ψaE I −6ψaE I l
0 −6ψaE I l (3ψa + 1)E I l2
⎤⎦ , (2.115)
Ke12 = K
eT
21 =
1
l3
⎡⎣−E A l2 0 00 −12ψaE I 6ψaE I l
0 −6ψaE I l (3ψa − 1)E I l2
⎤⎦ . (2.116)
Podobno dolocˇimo podmatrike geometrijske togostne matrike elementa:
Ke11 =
1
l
⎡⎣ 0 −Q 0−Q 6
5
N 1
10
N l
0 1
10
N l 2
15
N l2
⎤⎦ , (2.117)
Ke22 =
⎡⎣ 0 −Q 0−Q 6
5
N − 1
10
N l
0 − 1
10
N l 2
15
N l2
⎤⎦ , (2.118)
Ke12 = K
eT
21 =
1
l
⎡⎣0 Q 0Q −6
5
N 1
10
N l
0 − 1
10
N l − 1
30
N l2
⎤⎦ , (2.119)
pri cˇemer je strizˇna sila dolocˇena iz antisimetricˇnega momenta ukrivljanja:
Q = −2Ma/l. (2.120)
V primerjavi z (2.92) je razvidno, da deformacijske oblike le malo vplivajo na geome-
trijsko togostno matriko.
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2.4 Implementacija metode koncˇnih elementov
V ko-rotacijski obliki so lastnosti elementov najprej pridobljene v lokalnem koordina-
tnem sistemu, ki je osnovan na posameznem elementu in nato transformirane v globalni
koordinatni sistem. Za nosilec predpostavimo da je homogen in linearno elasticˇen. De-
formirano stanje nosilca prikazuje slika 2.11, kjer sta oznacˇena vektorja koordinat xA
in xB in zasuka φA in φB na koncˇnih tocˇkah elementa.
Slika 2.11: Deformirano stanje nosilca z oznacˇenima vektorjema koordinat xA in xB,
zasukoma vozliˇscˇ φA in φB ter zasukom elementa φ [4].
Zasuk elementa φ v globalnem koordinatnem sistemu dolocˇimo s trigonometrijskimi
izrazi:
cosφ = (xB1 − xA1 )/l, (2.121)
sinφ = (xB2 − xA1 )/l, (2.122)
z uporabo izraza za tan(1
2
φ) dobimo:
φ = 2arctan
(︃
1− cosφ
sinφ
)︃
= 2arctan
(︃
l −∆x1
∆x2
)︃
. (2.123)
Ta izraz je singularen za ∆x2 = 0, kjer je φ = 0 za ∆x1 = l in φ = π za ∆x1 = −l.
Naslednji korak je izracˇun kinematicˇnih velicˇin deformacije: raztezka u, zasuka φs
simetrijske deformacijske oblike in zasuka φa antisimetrijske deformacijske oblike. Te
velicˇine so dolocˇene z naslednjimi izrazi:
u = l − l0, (2.124)
φs = φB − φA, (2.125)
φa = φB + φA − 2(φ− φ0). (2.126)
Zaradi robustnosti za poljubne kote izracˇunamo antisimetrijski zasuk z uporabo funk-
cije modulo:
φa := mod
2π
(φa − π) + π. (2.127)
Modulo funkcija zagotovi, da je argument funkcije znotraj intervala [0, 2π], zadnji cˇlen
pa zagotovi, da je antisimetricˇni zasuk znotraj intervala [−π, π].
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Notranje obremenitve nosila so normalna sila N , simetricˇen moment Ms in antisime-
tricˇen moment Ma. Za trenutno uporabljeno teorijo iz enacˇb (2.93) in (2.102) sledi:
N =
E A
l
u, (2.128)
Ms =
E I
l
φs, (2.129)
Ma = 3ψa
E I
l
φa, (2.130)
s cˇimer imamo dolocˇene komponente vektorja t, kar pomeni, da lahko dolocˇimo vse
vrednosti obremenitev elementa qe v globalnem koordinatnem sistemu. Naslednji korak
je izracˇun lokalne togostne matrike elementa Ke.
Zadnji korak pred dolocˇevanjem prispevkov posameznih elementov v globalne matrike
je transformacija iz lokalnega koordinatnega sistema v globalnega, kar dosezˇemo z
uporabo rotacijske matrike Re. Transformacija vektorja obremenitev je dolocˇena z
enacˇbo (2.76), transformacija togostne matrike elementa pa z:
K = ReKeR
T
e . (2.131)
Lahko pa transformiramo tudi podmatrike togostne matrike elementa neposredno:
Ki j = RK
e
i jR
T, (2.132)
kjer sta i = 1, 2 in j = 1, 2.
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3 Metodologija raziskave
V tem poglavju bo najprej predstavljena Newton–Raphsonova metoda za resˇevanje
nelinearnih enacˇb, sledil bo opis implementacije geometrijsko nelinearnih koncˇnih ele-
mentov, katerih izpeljave so bile prikazane v poglavju 2, v lastno razviti program v
programskem okolju Wolfram Mathematica (Wolfram Research, Champaign, Illinois,
ZDA) [10]. Pravilnost delovanja programa bo preverjena z analiticˇno resˇljivimi primeri.
Na koncu sledi sˇe opis zasnove modela za preracˇun mikrostikala.
3.1 Newton–Raphsonova metoda za resˇevanje neli-
nearnih enacˇb
Newton–Raphsonova metoda [4] temelji na iteracijah, ki zagotavljajo ravnovesje z
dolocˇeno zˇeleno natancˇnostjo, s cˇimer se izognemo kumulativni napaki v vsakem obre-
menitvenem koraku. V osnovi metoda deluje v dveh korakih: (i) preveri, cˇe je sistem
v ravnotezˇju v skladu s predpisano toleranco; (ii) cˇe ni, naredi ustrezno spremembo v
stanju deformacije. Newton–Raphsonovo metodo bomo prikazali s pomocˇjo primera,
prikazanega v podpoglavju 1.1.2 [4].
Prvi korak vsebuje preverjanje ravnotezˇne enacˇbe, kar je storjeno s formiranjem razlike
med zunanjo obremenitvijo f in notranjo silo g(u):
r(u, f) = f − g(u) = 0, (3.1)
kjer je r(u, f) ostanek sile. V ravnovesju je notranja sila g(u) enaka zunanji obremenitvi
f in tako ostanek izgine. V praksi pride do izgube ravnotezˇja v zacˇetku vsakega
inkrementa, kjer se obremenitev f povecˇa, medtem ko nov priblizˇek pomika u sˇe ni
poznan.
V odsotnosti ravnovesja pridobimo izboljˇsan priblizˇek pomika u iz linearizirane oblike
ostanka r(u+ δu, f) v okolici znanega ostanka r(u, f):
r(u+ δu, f) = r(u, f) + δr(u, f) + · · · = 0. (3.2)
Tripicˇje predstavlja cˇlene viˇsjega reda, saj je δr le linearizirana oblika inkrementa
ostanka. V klasicˇni obliki ravnovesnih iteracij je obremenitev f v dolocˇenem inkre-
mentu fiksna, tako je inkrement ostanka odvisen samo od notranje sile g(u). Lineari-
ziran inkrement je tako prvi odvod notranje sile:
δr = −dg(u)
du
δu = −K(u)δu. (3.3)
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Inkrement pomika sedaj pridobimo iz linearizirane oblike enacˇbe (3.2) s substitucijo
relacije tangentne togosti (3.3). Z ureditvijo cˇlenov v enacˇbi (3.2), linearizirana oblika
enacˇba postane:
K(u)δu = r. (3.4)
V tej enacˇbi je ostanek r(u, f) poznan, saj se nanasˇa na trenutno stanje obremenitve
f in pomika u. Tangentno togost K(u) pri trenutnem stanju pomika u je tudi mogocˇe
izracˇunati, kar pomeni, da enacˇba omogocˇa dolocˇitev inkrementa pomika δu:
δu = K−1(u)r. (3.5)
Ko je deformacijski inkrement δu dolocˇen, se posodobi trenutno stanje pomika:
ui = ui−1 + δui. (3.6)
Newton–Raphsonov ravnovesni iteracijski postopek je prikazan na sliki 3.1. Slika prika-
zuje obremenitveni korak n, ki zacˇne iz ravnovesnega stanja, pridobljenega v prejˇsnjem
obremenitvenem koraku fn−1 s pomikom un−1. Obremenitveni korak se inicializira
s povecˇanjem obremenitve za ∆fn na fn, kar povzrocˇi prvi ostanek r
1
n = ∆fn. Ta
ostanek in tangentna togost K(un−1) povzrocˇita pomicˇni inkrement δu1n. Pri novem
pomiku un−1+δu1n je notranja sila g sˇe vedno manjˇsa kot zunanja obremenitev. Razlika
povzrocˇi ostanek r2n in postopek se enako nadaljuje.
Slika 3.1: Ravnovesne iteracije Newton–Raphsonove metode [4].
Iteracijski proces potrebuje prekinitveni kriterij, ki je ponavadi zahteva, da mora biti
trenutni ostanek sile rn manjˇsi kot predpisan del ϵ obremenitvenega inkrementa ∆f
trenutnega obremenitvenega koraka:
|r| < ϵ |∆f |. (3.7)
Pri problemih z vecˇimi prostostnimi stopnjami z vektorjem pomikov u in vektorjem
obremenitev f , je vektor ostankov:
r(u,f) = f − g(u). (3.8)
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Tangentna togostna matrika je definirana z inkrementalno spremembo notranjih sil:
K(u) =
dg(u)
du
. (3.9)
Tangentna togost je sedaj uvedena v linearizirano obliko ravnovesnega pogoja, pri
cˇemer je pridobljena naslednja vektorska enacˇba za pod-inkrement pomika δu:
K(u) δu = r. (3.10)
V nasprotju s primerom z eno prostostno stopnjo, je lahko resˇevanje teh enacˇb ne-
trivialni del postopka. Pri prekinitvenem kriteriju bo ponavadi uporabljena dolzˇina
ustreznih vektorjev, torej:(︁
rTnrn
)︁1/2
< ϵ
(︁
∆fTn∆fn
)︁1/2
, (3.11)(︁
δuTnδun
)︁1/2
< ϵ
(︁
∆uTn∆un
)︁1/2
. (3.12)
Potek resˇevanja z uporabo Newton–Raphsonove metode je povzet v diagramu poteka,
prikazanem na sliki 3.2.
Slika 3.2: Diagram poteka resˇevanja z uporabo Newton–Raphsonove metode.
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3.2 Implementacija izpeljanih formulacij v program
in verifikacijski izracˇuni
Prikazane formulacije geometrijsko nelinearnih koncˇnih elementov bomo implementi-
rali v lastno razvit program v programskem okolju Wolfram Mathematica. Enacˇbe
bomo resˇevali iterativno z uporabo Newton–Raphsonove metode. Pri izracˇunih pred-
postavimo elasticˇnost materiala.
Prvi korak pri izdelavi programa je natancˇno definiranje geometrije konstrukcije, ki jo
bomo analizirali, in materialnih parametrov. V naslednjem koraku opravimo diskre-
tizacijo uporabljene geometrije na koncˇne elemente. Ker bomo za resˇevanje uporabili
Newton–Raphsonovo metodo, definiramo sˇe sˇtevilo inkrementov, maksimalno sˇtevilo
iteracij v posameznem inkrementu in zˇeleno toleranco. Kot pri vsaki analizi z upo-
rabo metode koncˇnih elementov je potrebno dolocˇiti sˇe robne pogoje problema. Temu
sledi implementacija izpeljanih formulacij koncˇnih elementov v Newton–Raphsonovo
metodo. Zadnji korak po koncˇanem resˇevanju je postprocesiranje rezultatov.
3.2.1 Verifikacijski izracˇuni
V tem podpoglavju bo prikazana primerjava resˇitev, pridobljenih z nasˇim lastnim pro-
gramom, z analiticˇnimi resˇitvami testnih primerov. S tem bomo preverili delovanje
nasˇih programov za preracˇun palice in nosilca.
3.2.1.1 Preskok palice
Verifikacijo programa za preracˇun palicˇnih konstrukcij bomo opravili s pomocˇjo pri-
mera, prikazanega v podpoglavju 1.1.2. Model strukture, sestavljene iz dveh palic,
je prikazan na sliki 1.2. V podpoglavju 1.1.2 smo pri izpeljavi zaradi zˇelje enostavne
predstavitve koncepta geometrijske nelinearnosti uporabili nekaj poenostavitev, zato
najprej zapiˇsimo eksakten izraz za vertikalno komponento notranjih sil obeh palic G(u):
G(u) = 2N sinα = 2EAε sinα = 2EA
(︃
l − l0
l0
)︃
a+ u
l
= 2EA(a+ u)
(︃
1
l0
− 1
l
)︃
.
(3.13)
Model lahko poenostavimo z uposˇtevanjem simetrije. Desno palico nadomestimo s
pomicˇno cˇlenkasto podporo, silo F pa s silo F/2. Tako dobimo model, ki je prikazan
na sliki 3.3.
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Slika 3.3: Poenostavljen model strukture iz dveh palic z uposˇtevanjem simetrije.
Analiticˇna izpeljava je izpeljana z uporabo inzˇenirske mere deformacije, zato tudi za
preracˇun v programu izberemo formulacijo koncˇnega elementa, izpeljano z inzˇenirsko
mero deformacije. Parametra a in b, s katerima definiramo geometrijo poljubno iz-
beremo, saj bomo rezultate prikazali v normirani obliki. Obremenjevanje izvedemo
inkrementalno, z linearno narasˇcˇajocˇo silo F/2. Primerjava analiticˇno in numericˇno
izracˇunanega odziva je prikazana na sliki 3.4. Opazimo lahko, da se analiticˇni in nu-
mericˇni odziv popolnoma ujemata v zacˇetnem obmocˇju, dokler normirana sila v odvi-
snosti od normiranega pomika narasˇcˇa. Ker izracˇune opravljamo z Newton–Raphsonovo
metodo z uporabo inkrementalnega obremenjevanja s silo, pride pri pomiku, kjer se
analiticˇno izracˇunana sila pricˇne manjˇsati, do preskoka sistema, saj se z vsakim in-
krementom vrednost zunanje sile povecˇa. To pomeni, da sistem preskocˇi v lego, ki
je ravnovesna za taksˇno zunanjo obremenitev. Tako lahko zakljucˇimo, da nasˇ pro-
gram za preracˇun palic z izpeljanimi geometrijsko nelinearnimi formulacijami koncˇnih
elementov pravilno deluje.
0,5 1 1,5 2
−u/a
-0,5
0,5
1
G E
A
( l 0 a
) 3
analiticˇno
numericˇno
Slika 3.4: Primerjava analiticˇno in numericˇno izracˇunanega odziva palice.
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3.2.1.2 Obremenjevanje nosilca z momentom
Sposobnost prenasˇanja velikih rotacij koncˇnega elementa, izpeljanega s ko-rotacijsko
formulacijo za nosilec, bomo preverili na primeru konzolno vpetega nosilca, ki je na
prostem koncu obremenjen z momentom M . Primer je prikazan na sliki 3.5.
Slika 3.5: Konzolno vpet nosilec, ki je na prostem koncu obremenjen z momentom.
Ukrivljenost nosilca, obremenjenega s cˇistim upogibom, je dolocˇena z enacˇbo [4]:
κ =
1
R
=
M
E I
, (3.14)
kar pomeni, da se nosilec ukrivlja v obliki krozˇnega loka. Pri aplicirani vrednosti
momenta:
M = 2π
E I
l
, (3.15)
pa nosilec dosezˇe obliko kroga. Na sliki 3.6 so prikazane deformirane geometrije no-
silca, obremenjene z razlicˇnimi predpisanimi momenti. Opazimo, da se nosilec obnasˇa
v skladu z enacˇbo 3.15, saj se pri aplicirani vrednosti momenta 1
4
M ukrivi v obliko
cˇetrtine kroga, pri vrednosti momenta 1
2
M se ukrivi v obliko polovice kroga, pri vre-
dnosti momenta 3
4
M se ukrivi v obliko treh cˇetrtin kroga, pri vrednosti momenta M
pa se nosilec ukrivi v krog. S tem smo preverili pravilnost delovanja programa in se
prepricˇali tudi o sposobnosti uporabljene formulacije prenasˇanja velikih rotacij.
Slika 3.6: Deformirane geometrije nosilca pri obremenitvi (a) s cˇetrtino predpisane
vrednosti momenta, (b) s polovico predpisane vrednosti momenta, (c) s tremi
cˇetrtinami predpisane vrednosti momenta in (d) s celotnim predpisanim momentom.
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3.2.1.3 Obremenjevanje nosilca s silo
Ko-rotacijski element bomo preverili sˇe na primeru z veliko deformacijo. Uporabimo
konzolno vpet nosilec, ki je na prostem koncu obremenjen s silo F . Sila F med obre-
menjevanjem ohranja svojo smer. Primer je prikazan na sliki 3.7.
Slika 3.7: Konzolno vpet nosilec, ki je na prostem koncu obremenjen z navpicˇno silo.
Nosilec obremenimo z vrednostjo sile:
F =
3E I
l2
. (3.16)
Pomiki in rotacija koncˇne tocˇke so bili analiticˇno izracˇunani v cˇlanku [11] z uporabo
elipticˇnih integralov. Ugotovimo, da je relativna napaka numericˇno dobljenih pomikov
v primerjavi z analiticˇno dolocˇenimi vrednostmi, zˇe v primeru uporabljenih samo de-
setih koncˇnih elementov, manjˇsa od 1 %, z uporabo vecˇjega sˇtevila koncˇnih elementov,
pa relativna napaka sˇe pade.
Na sliki 3.8 sta prikazani deformirani geometriji nosilca, v primeru (a) obremenjenega
z vrednostjo sile 1
2
F , v primeru (b) pa z vrednostjo sile F .
Slika 3.8: Deformirane geometrije nosilca pri obremenitvi (a) s polovico predpisane
sile F in (b) s celotno predpisano silo F .
Zakljucˇimo, da nasˇ program pravilno deluje in da je zmozˇen prenasˇati tako velike
pomike kot tudi velike deformacije.
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3.3 Zasnova modela za preracˇun mikrostikala
V tem podpoglavju bo najprej opisano delovanje mikrostikala, nato pa bo opisana za-
snova numericˇnega modela za analizo delovanja mikrostikala. Prikazana bo natancˇna
dolocˇitev geometrije notranjega mehanizma mikrostikala, uporabljene materialne la-
stnosti, simulacija prednapetja in uporabljeni robni pogoji pri analizi. Na koncu po-
glavja je predstavljen sˇe celoten potek numericˇne analize delovanja mikrostikala v pro-
gramskem okolju Wolfram Mathematica.
3.3.1 Opis delovanja mikrostikala
Mikrostikalo je elektromehansko stikalo, pri katerem dolocˇen premik aktuatorja pov-
zrocˇi preskok kovinskega mehanizma, kar povzrocˇi povezavo ali prekinitev elektricˇnega
kroga. Mikrostikalo v prerezu je prikazano na sliki 3.9, kjer je tudi oznacˇenih pet
glavnih komponent, ki ga sestavljajo:
– ohiˇsje, ki varuje notranji mehanizem in poskrbi za elektricˇno izolacijo,
– aktuator, ki prenese zunanjo silo do notranjega kovinskega mehanizma,
– notranji kovinski mehanizem, ki s preskokom zamenja elektricˇni kontakt, ki je v
stiku,
– elektricˇni kontakti, ki vzpostavijo ali prekinejo elektricˇni krog,
– elektricˇni priklopi, s katerimi mikrostikalo vezˇemo v elektricˇni krog.
Slika 3.9: Mikrostikalo v prerezu z oznacˇenimi sestavnimi deli [12].
Ukrivljeni del notranjega kovinskega mehanizma je prednapet, zaradi cˇesar deluje kot
vzmet, ki drzˇi kovinski mehanizem v zacˇetni legi, kot je prikazana na sliki 3.9 [13].
Z delovanjem zunanje sile, ki se preko aktuatorja prenese na kovinski mehanizem, se
ravni del kovinskega mehanizma ukrivlja do lege, v kateri ukrivljeni del mehanizma ne
povzrocˇa vecˇ vertikalne sile. V tako dosezˇeni legi zˇe najmanjˇse povecˇanje sile, ki deluje
na aktuator, povzrocˇi delovanje sile vzmeti v nasprotno smer, kar povzrocˇi preskok
kovinskega mehanizma mikrostikala in s tem zamenjavo elektricˇnega kontakta, ki je v
stiku [12].
36
Metodologija raziskave
Karakteristika delovanja mikrostikala je prikazana na sliki 3.10, ki prikazuje graf sile,
ki deluje na aktuator Fa v odvisnosti od premika aktuatorja va. Pri tem je Fop ope-
rativna sila, ki je potrebna za preklop elektricˇnih kontaktov, kar se zgodi pri preskoku
kovinskega mehanizma mikrostikala pri premiku aktuatorja vop, Fsp pa je sprostitvena
sila, tj. vrednost sile, do katere je potrebno silo, ki deluje na aktuator, zmanjˇsati, da
kovinski mehanizem mikrostikala ponovno preskocˇi v prvotno lego, kar se zgodi pri
premiku aktuatorja vsp. Pri premikanju aktuatorja navzdol se potrebna sila, s katero
delujemo na aktuator linearno povecˇuje do sile Fop, kjer kovinski mehanizem preskocˇi,
sila, ki deluje na aktuator pa se nenadoma zmanjˇsa, saj pricˇne sila vzmeti delovati v
nasprotno smer in drzˇi kovinski mehanizem v legi, kjer je v stiku s spodnjim elektricˇnim
kontaktom. Pri nadaljnjem premikanju aktuatorja navzdol se potrebna sila, s katero
delujemo na aktuator, ponovno linearno povecˇuje, dokler aktuator ne dosezˇe koncˇne
lege. Ko v koncˇni legi pricˇnemo zmanjˇsevati silo, s katero delujemo na aktuator, se le-ta
linearno zmanjˇsuje do sile Fsp, kjer mehanizem preskocˇi. Sila, ki deluje na aktuator, se
nenadoma povecˇa, saj pricˇne sila vzmeti znova delovati v zacˇetni smeri in drzˇi kovinski
mehanizem v legi, kjer je v stiku z zgornjim elektricˇnim kontaktom. Pri nadaljnjem
premikanju aktuatorja navzgor, pa se potrebna sila, s katero delujemo na aktuator,
ponovno linearno zmanjˇsuje do vrednosti nicˇ, kjer aktuator dosezˇe prvotno lego. Sili
Fop in Fsp, pri katerih pride do preskoka pri obremenjevanju oz. pri razbremenjevanju
nista enaki, kar pomeni, da delovanje mikrostikala izkazuje histereznost.
Slika 3.10: Karakteristika delovanja mikrostikala.
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3.3.2 Opis zasnove numericˇnega modela za analizo delovanja
mikrostikala
Z lastno razvitim programom v programskem okolju Wolfram Mathematica bomo iz-
vedli analizo delovanja mikrostikala. To pomeni, da bomo analizirali geometrijsko
nelinearen mehanski odziv notranjega kovinskega mehanizma mikrostikala, saj pre-
skok mehanizma poskrbi za preklop elektricˇnih kontaktov, kar je funkcija mikrostikala.
Analizo bomo izvedli na primeru mikrostikala, kot ga najdemo v racˇunalniˇski miˇski.
Mehanizem, katerega odziv bomo racˇunali, je v stranskem pogledu prikazan na sliki
3.11.
Slika 3.11: Stranski pogled notranjega kovinskega mehanizma mikrostikala.
3.3.2.1 Dolocˇitev geometrije notranjega mehanizma mikrostikala
Za izvedbo analize je najprej potrebno natancˇno poznati geometrijo mehanizma mikro-
stikala, ki jo uporabimo pri analizi. Najprej smo dolocˇili parametre, s katerimi bomo
geometrijo mehanizma mikrostikala definirali v programu v Wolfram Mathematici. Ti
parametri so prikazani na sliki 3.12. Nato pa smo geometrijo mehanizma izmerili
z uporabo kljunastega merila. Vrednosti parametrov, ki jih zaradi izjemne majhno-
sti mehanizma mikrostikala (celoten mehanizem meri okrog 9mm) in nedostopnosti
ni bilo mogocˇe izmeriti s kljunastim merilom, smo dolocˇili s pomocˇjo razmerij med
vrednostmi parametrov, ki smo jih dolocˇili z uporabo povecˇane fotografije stranskega
pogleda mehanizma mikrostikala (slika 3.11).
Slika 3.12: Parametri, s katerimi definiramo geometrijo mehanizma mikrostikala v
programu v Wolfram Mathematici.
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Dolocˇene vrednosti parametrov znasˇajo:
a = 0,5mm
b = 9,0mm
c = 0,2mm
d = 7,5mm
e = 4,5mm
f = 3,0mm
lv = 3,5mm
w = 2,0mm
t = 0,06mm
Parameter a definira razdaljo od srediˇscˇnice (oz. od koordinatne osi x) do vsakega izmed
kontaktov, parameter f definira mesto, kjer se na mehanizem prenese sila delovanja
aktuatorja, parameter lv predstavlja dolzˇino ukrivljenega dela mehanizma mikrostikala,
ki deluje kot vzmet, parametra w in t pa na sliki 3.12 nista oznacˇena; parameter w
predstavlja sˇirino plocˇevine, iz katere je mehanizem mikrostikala izdelan, parameter t
pa njeno debelino.
Za ukrivljeni del mehanizma mikrostikala predpostavimo, da ima obliko krozˇnega loka.
Da lahko natancˇno definiramo vse tocˇke na ukrivljenem delu mehanizma (z izmerjenimi
parametri imamo dolocˇeni le skrajni tocˇki) pa moramo najprej poznati polmer tega
krozˇnega loka in njegovo srediˇscˇe.
Polmer krozˇnega loka dolocˇimo s pomocˇjo geometrije in slike 3.13.
Slika 3.13: Dolocˇevanje polmera krozˇnega loka ukrivljenega dela mehanizma
mikrostikala.
Dolzˇina krozˇnega loka (v nasˇem primeru dolzˇina ukrivljenega dela mehanizma lv) je z
njegovim polmerom R in srediˇscˇnim kotom θ povezana z naslednjim izrazom:
lv = Rθ. (3.17)
Trikotnik ABC je pravokoten, zato velja:
sin
θ
2
=
|AB|
|CA| =
c
2R
, (3.18)
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pri cˇemer je c razdalja med skrajnima tocˇkama krozˇnega loka. V enacˇbo (3.18) vstavimo
enacˇbo (3.17) in dobimo:
sin
θ
2
=
c θ
2 lv
. (3.19)
Enacˇba 3.19 ni analiticˇno resˇljiva, zato jo v programskem okolju Wolfram Mathematica
resˇimo numericˇno. Ko imamo znan kot θ, lahko z uporabo enacˇbe (3.17) enostavno
dolocˇimo polmer krozˇnega loka R.
Ko pa imamo znan polmer krozˇnega loka R in koordinati obeh njegovih skrajnih tocˇk,
pa lahko dolocˇimo tudi njegovo srediˇscˇe. Za dolocˇitev srediˇscˇa krozˇnice, ki definira
krozˇni lok, si pomagamo s sliko 3.14.
Slika 3.14: Dolocˇevanje srediˇscˇa krozˇnice, ki definira krozˇni lok ukrivljenega dela
mehanizma mikrostikala.
Koordinati obeh skrajnih tocˇk krozˇnega loka oznacˇimo z (x1, y1) in (x2, y2). Cˇe imamo
znani dve tocˇki, ki definirata krozˇni lok (torej dve tocˇki na krozˇnici) in polmer krozˇnice
R, obstajata dve krozˇnici, ki vsebujeta ti dve tocˇki, prva s srediˇscˇem (x1C , y
1
C) in druga
s srediˇscˇem (x2C , y
2
C).
Cˇe med seboj povezˇemo sˇtiri prej omenjene tocˇke, torej obe skrajni tocˇki krozˇnega
loka in srediˇscˇi obeh krozˇnic, dobimo romb, katerega dolzˇina stranice je enaka polmeru
krozˇnice R. Z a oznacˇimo dolzˇino polovice diagonale romba med tocˇkama (x1, y1) in
(x2, y2), z b pa dolzˇino druge polovice diagonale romba, torej med tocˇkama (x
1
C , y
1
C) in
(x2C , y
2
C). Za diagonali romba velja, da sta med seboj pravokotni.
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Na sliki 3.14 sta oznacˇeni tudi dve razdalji xa in ya, ki ju bomo potrebovali za dolocˇitev
tocˇke (x0, y0), ki predstavlja presecˇiˇscˇe obeh diagonal romba. Velja:
xa =
1
2
(x2 − x1) , (3.20)
ya =
1
2
(y2 − y1) . (3.21)
Koordinate srediˇscˇa presecˇiˇscˇ obeh diagonal romba tako znasˇajo:
x0 = x1 + xa, (3.22)
y0 = y1 + ya. (3.23)
Dolzˇino a izracˇunamo z uporabo Pitagorovega izreka:
a =
√︁
x2a + y
2
a. (3.24)
Ko pa imamo znano dolzˇino a, pa lahko z uporabo Pitagorovega izreka izracˇunamo sˇe
dolzˇino b:
b =
√
R2 − a2. (3.25)
Iz geometrije, prikazane na sliki 3.14 sledi (uporabimo princip podobnih trikotnikov),
da cˇe zˇelimo iz tocˇke (x0, y0) priti do tocˇke (x
1
C , y
1
C), se moramo premakniti navzdol za
xa enot in desno za ya enot za vsako a enoto premika. Razdalja od tocˇke (x1, y1) do
tocˇke (x1C , y
1
C) znasˇa b, kar pomeni:
x1C = x0 +
b ya
a
, (3.26)
y1C = y0 −
b xa
a
. (3.27)
Cˇe pa zˇelimo priti do srediˇscˇa druge krozˇnice, torej do tocˇke (x2C , y
2
C), se moramo
premakniti v nasprotni smeri, torej velja:
x2C = x0 −
b ya
a
, (3.28)
y2C = y0 +
b xa
a
. (3.29)
Izmed obeh mozˇnih resˇitev za srediˇscˇe krozˇnice uporabimo tisto, s katero bomo dobili
krozˇni lok ustrezen geometriji mehanizma mikrostikala, ki je prikazana na sliki 3.12.
Sedaj imamo znano vse potrebno, da lahko natancˇno parametricˇno dolocˇimo geome-
trijo celotnega mehanizma mikrostikala. To pomeni, da lahko izracˇunamo koordinate
poljubne tocˇke na mehanizmu mikrostikala, kar bomo uporabili za dolocˇitev vozliˇscˇ
koncˇnih elementov.
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3.3.2.2 Materialne lastnosti in lastnosti prereza plocˇevine, iz katere je iz-
delan mehanizem mikrostikala
Pri izracˇunih odziva mehanizma mikrostikala predpostavimo elasticˇnost materiala. Me-
hanizem mikrostikala je izdelan iz bakra. Pri izracˇunih uporabimo naslednje vrednosti
materialnih lastnosti [14]:
E = 150 · 103MPa
ν = 0,33
Pri tem je E modul elasticˇnosti materiala, ν pa Poissonovo sˇtevilo. Pri izracˇunih
potrebujemo tudi strizˇni modul G, ki je dolocˇen z enacˇbo [14]:
G =
E
2 (1 + ν)
. (3.30)
Potrebujemo sˇe vztrajnostni moment prereza, ki je dolocˇen z naslednjo enacˇbo [14]:
I =
w t3
12
, (3.31)
pri cˇemer je w sˇirina plocˇevine, iz katere je mehanizem izdelan, t pa njena debelina. V
primeru uporabe predpostavke elasticˇnosti materiala so to vse materialne lastnosti in
lastnosti prereza, ki jih moramo poznati za izvedbo izracˇunov.
3.3.2.3 Simulacija prednapetja mehanizma mikrostikala
Sestavljanje mikrostikala se izvede tako, da se v podporo najprej vstavi levi del meha-
nizma (torej del, ki je na sliki 3.12 konzolno vpet), nato pa je potrebno levi del ukrivlje-
nega dela mehanizma potisniti do podpore (nepomicˇno cˇlenkasto vpetje na sliki 3.12),
kamor se zaskocˇi. Pri tem prosti konec ukrivljenega dela mehanizma prestavimo nav-
zdol in desno (cˇe predpostavimo stranski pogled iz iste smeri, kot je prikazan na sliki
3.11). Zaradi tega se ukrivljeni del mehanizma sˇe dodatno ukrivi in postane prednapet,
kar je pogoj za preskok sistema mehanizma mikrostikala. Ukrivljeni del mehanizma
zato deluje kot vzmet.
Ukrivljanje oz. zacˇetno prednapetje mehanizma mikrostikala bomo simulirali z obreme-
njevanjem levega dela ukrivljenega dela mehanizma z vodenima pomikoma u v smeri
x in v v smeri −y, kot je prikazano na sliki 3.15. Levi del ravnega dela mehanizma je
vseskozi konzolno vpet.
Slika 3.15: Prikaz zacˇetnega stanja pri simulaciji ukrivljanja mehanizma mikrostikala
z vodenima pomikoma u in v.
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Z obremenjevanjem mehanizma z vodenima pomikoma u in v se ukrivljeni del meha-
nizma sˇe dodatno ukrivi, ukrivi pa se tudi del mehanizma, ki je bil prej raven. S tem
smo v ukrivljeni del mehanizma vnesli tlacˇne napetosti, v prej raven del pa natezne
napetosti. Deformirano stanje mehanizma po ukrivljanju je prikazano na sliki 3.16.
Po vodenju s pomikom se mehanizem mikrostikala zaskocˇi, zato po obremenjevanju s
pomikom na tem delu uporabimo nepomicˇno cˇlenkasto vpetje.
Slika 3.16: Deformirano stanje po simulaciji ukrivljanja mehanizma mikrostikala z
vodenima pomikoma u in v.
Analiza mehanskega odziva mikrostikala bo narejena z inkrementalnim obremenjeva-
njem z uporabo Newton-Raphsonove metode. Prvi korak pri obremenjevanju je ukri-
vljanje mehanizma, ki ga izvedemo s sˇtevilom inkrementov N1ink, drugi korak pa je cikel
obremenjevanja in razbremenjevanja mehanizma s silo, ki se na mehanizem prenese
preko aktuatorja; ta del izvedemo s sˇtevilom inkrementov N2ink. Potek obremenjeva-
nja s pomikom, torej vrednost pomikov u in v v odvisnosti od sˇtevila inkrementa je
prikazan na sliki 3.17.
N
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1
ink +N
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ink
sˇt. inkrementa
v
u
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,
v
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pomik v
Slika 3.17: Vrednosti pomikov u in v v odvisnosti od sˇtevila inkrementa.
3.3.2.4 Robni pogoji, uporabljeni pri analizi delovanja mikrostikala
Pri analizi mehanskega odziva mikrostikala predpostavimo konzolno vpetje levega konca
mehanizma in nepomicˇno cˇlenkasto vpetje levega konca ukrivljenega dela mehanizma.
Desni konec mehanizma (del z elektricˇnimi kontakti) pa bi morali modelirati kot kon-
taktni problem z omejitvijo pomika. Ker pa se izkazˇe, da je desni konec mehanizma v
trenutku, preden pride do preskoka neukrivljen, torej posledicˇno neobremenjen z mo-
mentom [12], lahko model poenostavimo tako, da desni konec mehanizma modeliramo
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kot nevpet. Pri tem moramo biti pozorni le na to, da mora biti desni konec mehanizma
vseskozi v kontaktu z enim od elektricˇnih kontaktov. Torej mora v vsakem trenutku
veljati, da je absolutna vrednost y koordinate vecˇja od vrednosti parametra a, s katerim
smo definirali geometrijo mehanizma (glej sliko 3.12). Vpetje mehanizma in obreme-
njevanje s silo F , ki se na mehanizem prenese preko aktuatorja, je prikazano na sliki
3.18.
Slika 3.18: Model, uporabljen za analizo delovanja mikrostikala.
Potek cikla obremenjevanja in razbremenjevanja s silo, ki se na mehanizem prenese
preko aktuatorja v odvisnosti od sˇtevila inkrementa, je prikazan na sliki 3.19.
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Slika 3.19: Vrednost sile F v odvisnosti od sˇtevila inkrementa.
3.3.2.5 Potek numericˇne analize delovanja kovinskega mehanizma mikro-
stikala
Numericˇno analizo delovanja mehanizma mikrostikala, ki jo opravljamo s pomocˇjo
programskega paketa Wolfram Mathematica, pricˇnemo z definiranjem geometrije me-
hanizma in definiranjem materialnih parametrov, v naslednjem koraku pa opravimo
diskretizacijo uporabljene geometrije na koncˇne elemente. Pri resˇevanju z Newton–
Raphsonovim algoritmom je potrebno na zacˇetku vsakega inkrementa najprej defini-
rati zunanje obremenitve, cˇemur sledi iskanje ravnovesnega stanja s pomocˇjo iteracij. V
vsaki iteraciji je potrebno izracˇunati zasuk posameznega elementa φ in deformacijskih
parametrov u, φs in φa, ki jih potrebujemo za izracˇun notranjih obremenitev t, ki so
definirane v lokalnem koordinatnem sistemu. Nato izracˇunamo notranje obremenitve
v globalnem koordinatnem sistemu in togostne matrike posameznih elementov, ki jih
je nato potrebno zlozˇiti v globalno togostno matriko. Temu sledi resˇevanje sistema
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Slika 3.20: Diagram poteka analize delovanja mehanskega mehanizma mikrostikala.
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enacˇb, s cˇimer izracˇunamo pomike vozliˇscˇ, ki jih nato uporabimo za posodobitev geo-
metrije. Iteracije ponavljamo tako dolgo, dokler ni razlika med zunanjimi in notranjimi
obremenitvami manjˇsa od predpisane tolerance. Ko to dosezˇemo, pricˇnemo izracˇun z
naslednjim inkrementom obremenitve, dokler ne pridemo do zadnjega.
Celoten potek numericˇne analize delovanja mehanskega mehanizma mikrostikala je
povzet v diagramu poteka, prikazanem na sliki 3.20.
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V tem poglavju bodo predstavljeni rezultati analize mehanskega odziva mikrostikala
z razlicˇnimi uporabljenimi parametri zacˇetnega prednapetja. Prikazali bomo rezul-
tate sedmih razlicˇnih primerov. Vrednosti pomikov u in v za vseh sedem primerov so
prikazane v preglednici 4.1.
Kot smo zˇe opisali v podpoglavju 3.3.2.3, prednapetje v mehanizem mikrostikala vne-
semo tako, da levi konec ukrivljenega dela mehanizma obremenimo z vodenima pomi-
koma u v smeri x in v v smeri −y. S tem se celoten mehanizem sˇe dodatno ukrivi. V
ukrivljeni del mehanizma se tako vnesejo tlacˇne napetosti, v del, ki je bil pred ukri-
vljanjem raven, pa natezne napetosti.
Ker je potrebno levi konec ukrivljenega dela mehanizma pripeljati do podpore, kamor
se zaskocˇi, to pomeni, da moramo v skladu z zˇelenima vrednostima pomikov u in
v prilagoditi zacˇetno geometrijo mehanizma. Zacˇetne koordinate tocˇke levega konca
ukrivljenega dela mehanizma (glej sliko 3.12) tako znasˇajo (e− u,−c− v).
Preglednica 4.1: Vrednosti pomikov u in v, s katerimi simuliramo prednapetje, za
izvedene analize delovanja mikrostikala.
Primer sˇt.: u [mm] v [mm] opis
1 0,1 0,1 vodenje pomika v x in v y smeri
2 0,2 0,2 vodenje pomika v x in v y smeri
3 0,1 0 vodenje pomika samo v x smeri
4 0,2 0 vodenje pomika samo v x smeri
5 0 0,1 vodenje pomika samo v y smeri
6 0 0,2 vodenje pomika samo v y smeri
7 0 0 brez zacˇetnega ukrivljanja
4.1 Zacˇetno obremenjevanje z vodenjem pomika v
x in v y smeri
V tem podpoglavju bomo predstavili rezultate primera 1 in primera 2, kjer smo meha-
nizem mikrostikala pred ciklom obremenjevanja in razbremenjevanja s silo obremenili
z vodenjem pomika v x in v y smeri, s cˇimer smo simulirali zacˇetno prednapetje.
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4.1.1 Primer 1: u = 0,1mm, v = 0,1mm
Pri prvem primeru smo mehanizem mikrostikala obremenili z enakima vodenima po-
mikoma u in v, ki sta znasˇala 0,1mm. Zacˇetna geometrija mehanizma mikrostikala,
torej preden ga pricˇnemo obremenjevati z vodenima pomikoma, je prikazana na sliki
4.1a, na sliki 4.1b pa je prikazana deformirana geometrija po obremenjevanju s pomi-
kom. To geometrijo nato uporabimo kot zacˇetno geometrijo pri ciklu obremenjevanja
in razbremenjevanja mehanizma s silo F .
(a) (b)
Slika 4.1: Geometrija mehanizma mikrostikala: (a) zacˇetna, pred obremenjevanjem s
pomikom in (b) deformirana, po obremenjevanju s pomikom (primer 1: u = 0,1mm,
v = 0,1mm).
Pri tem primeru smo najprej opravili test konvergence, s cˇimer smo dolocˇili potrebno
sˇtevilo koncˇnih elementov, ki jih uporabimo pri izracˇunih. Analizo delovanja mikro-
stikala smo opravili z razlicˇnimi sˇtevili uporabljenih koncˇnih elementov in opazovali
vrednost sile F , pri kateri pride do preskoka mehanizma. Graf te sile v odvisnosti
od sˇtevila uporabljenih koncˇnih elementov je prikazan na sliki 4.2. Opazimo, da se z
narasˇcˇanjem sˇtevila uporabljenih koncˇnih elementov vrednost sile, potrebne za preskok,
pricˇne asimptoticˇno blizˇati koncˇni vrednosti. S pomocˇjo grafa se odlocˇimo, da bomo
pri analizi uporabili geometrijo, diskretizirano na 96 koncˇnih elementov (48 elementov
za raven del mehanizma in 48 elementov za ukrivljeni del mehanizma).
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Slika 4.2: Odvisnost izracˇunane sile F , potrebne za preskok sistema mehanizma
mikrostikala, v odvisnosti od sˇtevila uporabljenih koncˇnih elementov.
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Karakteristiko delovanja mikrostikala bomo prikazali z grafom sile F , s katero delu-
jemo na mehanizem, v odvisnosti od vertikalnega pomika tocˇke, na katero ta sila deluje.
Teoreticˇna karakteristika delovanja mikrostikala je bila prikazana v podpoglavju 3.3.1
(slika 3.10). Pri resˇevanju z uporabo Newton–Raphsonovega algoritma pri obremenje-
vanju s silo taksˇnega grafa ne moremo dobiti, saj se vrednost sile, s katero delujemo
na mehanizem, z vsakim inkrementom povecˇa. To pomeni, da se bo pri vrednosti sile,
pri kateri pride do preskoka, vrednost pomika nenadoma mocˇno povecˇala.
Karakteristika mikrostikala, izracˇunana v tem primeru, je prikazana na sliki 4.3. Zelo
dobro lahko opazimo histerezno delovanje mikrostikala. Do preskoka pri obremenjeva-
nju pride pri aplicirani vrednosti sile F = 0,28N, do preskoka pri razbremenjevanju pa
pri vrednosti sile F = 0,083N. Histerezna karakteristika je pri mikrostikalih zazˇelena
lastnost, saj zˇelimo, da sta obe skrajni legi mehanizma (stik z zgornjim in stik s spo-
dnjim elektricˇnim kontaktom) cˇim bolj stabilni, kar pomeni, da ne zˇelimo, da zˇe majhna
sprememba sile povzrocˇi ponoven preskok mehanizma nazaj v prvotno lego.
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Slika 4.3: Karakteristika mikrostikala (primer 1: u = 0,1mm, v = 0,1mm).
Deformirani geometriji mehanizma pred in po preskoku v spodnjo lego sta prikazani
na sliki 4.4.
(a) (b)
Slika 4.4: Geometrija mehanizma (a) pred in (b) po preskoku v spodnjo lego
(primer 1: u = 0,1mm, v = 0,1mm).
Deformirani geometriji mehanizma pred in po preskoku nazaj v zgornjo lego pa sta
prikazani na sliki 4.5.
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(a) (b)
Slika 4.5: Geometrija mehanizma (a) pred in (b) po preskoku v zgornjo lego
(primer 1: u = 0,1mm, v = 0,1mm).
4.1.2 Primer 2: u = 0,2mm, v = 0,2mm
Pri drugem primeru smo mehanizem mikrostikala obremenili z vodenima pomikoma u
in v, ki sta znasˇala 0,2mm. Zacˇetna geometrija mehanizma mikrostikala, torej pre-
den ga pricˇnemo obremenjevati z vodenima pomikoma, je prikazana na sliki 4.6a, na
sliki 4.6b pa je prikazana deformirana geometrija po obremenjevanju s pomikom. To
geometrijo nato uporabimo kot zacˇetno geometrijo pri ciklu obremenjevanja in razbre-
menjevanja mehanizma s silo F .
(a) (b)
Slika 4.6: Geometrija mehanizma mikrostikala: (a) zacˇetna, pred obremenjevanjem s
pomikom in (b) deformirana, po obremenjevanju s pomikom (primer 2: u = 0,2mm,
v = 0,2mm).
Karakteristika mikrostikala, izracˇunana v tem primeru, je prikazana na sliki 4.7. Ugo-
tovimo, da do preskoka mehanizma v spodnjo lego pride, kar se zgodi pri aplicirani
vrednosti sile F = 0,77N, preskok med razbremenjevanjem nazaj v zgornjo lego pa se
ne zgodi. Sklepamo lahko, da cˇe mehanizem mikrostikala prevecˇ prednapnemo, dobimo
nedelujocˇe stikalo, ki, ko ga enkrat preklopimo v spodnjo lego, ostane v tej legi tudi
po tem, ko na mehanizem prenehamo delovati s silo.
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Slika 4.7: Karakteristika mikrostikala (primer 2: u = 0,2mm, v = 0,2mm).
Deformirani geometriji mehanizma pred in po preskoku v spodnjo lego sta prikazani
na sliki 4.8.
(a) (b)
Slika 4.8: Geometrija mehanizma (a) pred in (b) po preskoku v spodnjo lego
(primer 2: u = 0,2mm, v = 0,2mm).
Na sliki 4.9 pa je prikazana geometrija mehanizma, ki je tudi po razbremenjevanju
ostal v spodnji legi.
Slika 4.9: Deformirana geometrija mehanizma, ki tudi po razbremenjevanju ostane v
spodnji legi (primer 2: u = 0,2mm, v = 0,2mm).
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4.2 Zacˇetno obremenjevanje z vodenjem pomika samo
v x smeri
V tem podpoglavju bomo predstavili rezultate primera 3 in primera 4, kjer smo meha-
nizem mikrostikala pred ciklom obremenjevanja in razbremenjevanja s silo obremenili
z vodenjem pomika samo v x smeri.
4.2.1 Primer 3: u = 0,1mm, v = 0mm
Pri tretjem primeru smo mehanizem mikrostikala obremenili z vodenim pomikom u,
ki je znasˇal 0,1mm. Zacˇetna geometrija mehanizma mikrostikala, torej preden ga
pricˇnemo obremenjevati z vodenim pomikom, je prikazana na sliki 4.10a, na sliki 4.10b
pa je prikazana deformirana geometrija po obremenjevanju s pomikom. To geometrijo
nato uporabimo kot zacˇetno geometrijo pri ciklu obremenjevanja in razbremenjevanja
mehanizma s silo F .
(a) (b)
Slika 4.10: Geometrija mehanizma mikrostikala: (a) zacˇetna, pred obremenjevanjem s
pomikom in (b) deformirana, po obremenjevanju s pomikom (primer 3: u = 0,1mm,
v = 0mm).
Karakteristika mikrostikala, izracˇunana v tem primeru, je prikazana na sliki 4.11. V
tem primeru ponovno opazimo histerezno delovanje mikrostikala. Do preskoka pri
obremenjevanju pride pri aplicirani vrednosti sile F = 0,37N, do preskoka pri razbre-
menjevanju pa pri vrednosti sile F = 0,12N. Ugotovimo, da je karakteristika tega
primera zelo podobna karakteristiki primera 1, le da so vrednosti sil, pri katerih pride
do preskoka nekoliko viˇsje. Tako lahko sklepamo, da je delovanje mikrostikala najbolj
odvisno od zacˇetnega vodenja s pomikom v x smeri.
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Slika 4.11: Karakteristika mikrostikala (primer 3: u = 0,1mm, v = 0mm).
Deformirani geometriji mehanizma pred in po preskoku v spodnjo lego sta prikazani
na sliki 4.12.
(a) (b)
Slika 4.12: Geometrija mehanizma (a) pred in (b) po preskoku v spodnjo lego
(primer 3: u = 0,1mm, v = 0mm).
Deformirani geometriji mehanizma pred in po preskoku nazaj v zgornjo lego pa sta
prikazani na sliki 4.13.
(a) (b)
Slika 4.13: Geometrija mehanizma (a) pred in (b) po preskoku v zgornjo lego
(primer 3: u = 0,1mm, v = 0mm).
4.2.2 Primer 4: u = 0,2mm, v = 0mm
Pri cˇetrtem primeru smo mehanizem mikrostikala obremenili z vodenim pomikom u,
ki je znasˇal 0,2mm. Zacˇetna geometrija mehanizma mikrostikala, torej preden ga
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pricˇnemo obremenjevati z vodenim pomikom, je prikazana na sliki 4.14a, na sliki 4.14b
pa je prikazana deformirana geometrija po obremenjevanju s pomikom. To geometrijo
nato uporabimo kot zacˇetno geometrijo pri ciklu obremenjevanja in razbremenjevanja
mehanizma s silo F .
(a) (b)
Slika 4.14: Geometrija mehanizma mikrostikala: (a) zacˇetna, pred obremenjevanjem s
pomikom in (b) deformirana, po obremenjevanju s pomikom (primer 4: u = 0,2mm,
v = 0mm).
Karakteristika mikrostikala, izracˇunana v tem primeru, je prikazana na sliki 4.15. Pri
tem primeru pa, podobno kot pri primeru 2, ugotovimo, da do preskoka mehanizma v
spodnjo lego pride, kar se zgodi pri aplicirani vrednosti sile F = 0,96N, preskok med
razbremenjevanjem nazaj v zgornjo lego pa se ne zgodi. Karakteristika tega primera je
tako zelo podobna karakteristiki primera 2, vrednost sile, pri kateri pride do preskoka,
pa je v tem primeru viˇsja. Tako lahko potrdimo, da na delovanje mikrostikala najbolj
vpliva zacˇetno vodenje s pomikom v x smeri.
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
pomik vF [mm]
0
0,2
0,4
0,6
0,8
1
1,2
si
la
|F
|
[N
]
obremenjevanje
razbremenjevanje
Slika 4.15: Karakteristika mikrostikala (primer 4: u = 0,2mm, v = 0mm).
Deformirani geometriji mehanizma pred in po preskoku v spodnjo lego sta prikazani
na sliki 4.16.
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(a) (b)
Slika 4.16: Geometrija mehanizma (a) pred in (b) po preskoku v spodnjo lego
(primer 4: u = 0,2mm, v = 0mm).
Na sliki 4.17 pa je prikazana geometrija mehanizma, ki je tudi po razbremenjevanju
ostal v spodnji legi.
Slika 4.17: Deformirana geometrija mehanizma, ki tudi po razbremenjevanju ostane v
spodnji legi (primer 4: u = 0,2mm, v = 0mm).
4.3 Zacˇetno obremenjevanje z vodenjem pomika samo
v y smeri
V tem podpoglavju bomo predstavili rezultate primera 5 in primera 6, kjer smo meha-
nizem mikrostikala pred ciklom obremenjevanja in razbremenjevanja s silo obremenili
z vodenjem pomika samo v y smeri.
4.3.1 Primer 5: u = 0mm, v = 0,1mm
Pri petem primeru smo mehanizem mikrostikala obremenili z vodenim pomikom v,
ki je znasˇal 0,1mm. Zacˇetna geometrija mehanizma mikrostikala, torej preden ga
pricˇnemo obremenjevati z vodenim pomikom, je prikazana na sliki 4.18a, na sliki 4.18b
pa je prikazana deformirana geometrija po obremenjevanju s pomikom. To geometrijo
nato uporabimo kot zacˇetno geometrijo pri ciklu obremenjevanja in razbremenjevanja
mehanizma s silo F . Takoj lahko ugotovimo, da taksˇno stikalo ne bo ustrezno. Z
obremenjevanjem samo s pomikom v, brez pomika u, namrecˇ ne povzrocˇimo ukrivljanja
ravnega dela mehanizma, kar pomeni, da se stik z zgornjim elektricˇnim kontaktom ne
vzdrzˇuje.
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(a) (b)
Slika 4.18: Geometrija mehanizma mikrostikala: (a) zacˇetna, pred obremenjevanjem s
pomikom in (b) deformirana, po obremenjevanju s pomikom (primer 5: u = 0mm,
v = 0,1mm).
Karakteristika mikrostikala, izracˇunana v tem primeru, je prikazana na sliki 4.19. Kot
smo pricˇakovali, ugotovimo, da do preskoka ne pride ne pri obremenjevanju, ne pri raz-
bremenjevanju, kar pomeni, da se krivulji obremenjevanja in razbremenjevanja popol-
noma prekrivata. Poleg tega obremenjevanje z vodenim pomikom v povzrocˇi prekinitev
stika z zgornjim elektricˇnim kontaktom, kar pomeni, da je taksˇno mikrostikalo neupo-
rabno. S tem sˇe dodatno potrdimo ugotovitev, da na delovanje mikrostikala najbolj
vpliva stopnja prednapetja, ki ga v mehanizem vnesemo z zacˇetnim obremenjevanjem
z vodenim pomikom u v x smeri.
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Slika 4.19: Karakteristika mikrostikala (primer 5: u = 0mm, v = 0,1mm).
Na sliki 4.20 je prikazana deformirana geometrija mehanizma, obremenjenega z najviˇsjo
vrednostjo aplicirane sile.
Slika 4.20: Deformirana geometrija mehanizma pri obremenitvi z najvecˇjo aplicirano
silo (primer 5: u = 0mm, v = 0,1mm).
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4.3.2 Primer 6: u = 0mm, v = 0,2mm
Pri sˇestem primeru smo mehanizem mikrostikala obremenili z vodenim pomikom v,
ki je znasˇal 0,2mm. Zacˇetna geometrija mehanizma mikrostikala, torej preden ga
pricˇnemo obremenjevati z vodenim pomikom, je prikazana na sliki 4.21a, na sliki 4.21b
pa je prikazana deformirana geometrija po obremenjevanju s pomikom. To geometrijo
nato uporabimo kot zacˇetno geometrijo pri ciklu obremenjevanja in razbremenjevanja
mehanizma s silo F . Pricˇakovano opazimo podobno obnasˇanje kot v prejˇsnjem primeru,
kar pomeni, da taksˇno stikalo ni ustrezno. Zopet pride do prekinitve stika z zgornjim
elektricˇnim kontaktom.
(a) (b)
Slika 4.21: Geometrija mehanizma mikrostikala: (a) zacˇetna, pred obremenjevanjem s
pomikom in (b) deformirana, po obremenjevanju s pomikom (primer 6: u = 0mm,
v = 0,2mm).
Karakteristika mikrostikala, izracˇunana v tem primeru, je prikazana na sliki 4.22 in je
skoraj identicˇna karakteristiki, prikazani v prejˇsnjem primeru.
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Slika 4.22: Karakteristika mikrostikala (primer 6: u = 0mm, v = 0,2mm).
Na sliki 4.23 je prikazana deformirana geometrija mehanizma, obremenjenega z najviˇsjo
vrednostjo aplicirane sile.
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Slika 4.23: Deformirana geometrija mehanizma pri obremenitvi z najvecˇjo aplicirano
silo (primer 6: u = 0mm, v = 0,2mm).
4.4 Brez zacˇetnega obremenjevanja z vodenjem po-
mika
V tem podpoglavju bomo predstavili rezultate primera 7, kjer smo mehanizem mikro-
stikala obremenili le s ciklom obremenjevanja in razbremenjevanja s silo, torej brez
zacˇetnega obremenjevanja z vodenim pomikom.
4.4.1 Primer 7: u = 0mm, v = 0mm
Pri sedmem primeru mehanizma nismo obremenili z vodenim pomikom, ampak smo
izvedli le cikel obremenjevanja in razbremenjevanja s silo. Slika 4.24 prikazuje zacˇetno
geometrijo mehanizma, ki jo uporabimo pri ciklu obremenjevanja in razbremenjevanja
mehanizma s silo F .
Slika 4.24: Zacˇetna geometrija mehanizma brez obremenjevanja s pomikom (primer 7:
u = 0mm, v = 0mm).
Karakteristika mikrostikala, izracˇunana v tem primeru, je prikazana na sliki 4.25. Kot
smo pricˇakovali in kot sledi iz opisa principa delovanja mikrostikal, v primeru, ko
mehanizem ni prednapet, do preskoka ne pride. Tako sta krivulji, pridobljeni med
obremenjevanjem in med razbremenjevanjem, identicˇni. Taksˇen mehanizem bi lahko
uporabili le za stikalo, ki ga je potrebno, cˇe zˇelimo imeti stik z enim izmed elektricˇnih
kontaktov, v taksˇni legi pridrzˇati.
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Slika 4.25: Karakteristika mikrostikala (primer 7: u = 0mm, v = 0mm).
Na sliki 4.26 je prikazana deformirana geometrija mehanizma, obremenjenega z najviˇsjo
vrednostjo aplicirane sile.
Slika 4.26: Deformirana geometrija mehanizma pri obremenitvi z najvecˇjo aplicirano
silo (primer 7: u = 0mm, v = 0mm).
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5 Zakljucˇki
V sklopu magistrskega dela smo izdelali program, ki omogocˇa resˇevanje geometrijsko
nelinearnega mehanskega odziva linijskih konstrukcij, nato pa smo ta program uporabili
za analizo delovanja notranjega kovinskega mehanizma mikrostikal.
1. Prikazali smo izpeljavo formulacij geometrijsko nelinearnih koncˇnih elementov za
palico in nosilec.
2. Preucˇili smo delovanje mikrostikal.
3. Izpeljane formulacije smo implementirali v lastno razviti program, ki omogocˇa
resˇevanje geometrijsko nelinearnega mehanskega odziva linijskih konstrukcij.
4. S pomocˇjo analiticˇno resˇljivih primerov smo verificirali pravilnost delovanja raz-
vitega programa.
5. Program smo uporabili za analizo delovanja mehanizma mikrostikala, pri cˇemer
smo opravili simulacije z razlicˇnimi uporabljenimi parametri zacˇetnega predna-
petja.
6. Pokazali smo histerezno delovanje mikrostikala.
7. Ugotovili smo, da je za pravilno delovanje mikrostikala, najbolj pomembno ustre-
zno zacˇetno prednapetje z vodenjem pomika v x smeri.
S pomocˇjo lastno razvitega programa smo izvedli analizo delovanja mikrostikala, s
cˇimer smo potrdili zmozˇnost programa za analiziranje geometrijsko nelinearnega me-
hanskega odziva. Prednost lastno razvitega programa v primerjavi s komercialnimi
programi za analizo z metodo koncˇnih elementov je v tem, da lahko v lastno razvitem
programu enostavno opravljamo izracˇune za razlicˇne parametre, saj lahko uporabimo
vse zmozˇnosti programskega paketa Wolfram Mathematica. V zanki bi lahko enostavno
spreminjali vrednosti parametrov in opravljali izracˇune, kar bi bilo uporabno npr. pri
optimizacijski analizi.
Predlogi za nadaljnje delo
Pri nadaljnjem delu bi lahko preucˇili sˇe dodatne geometrijsko nelinearne koncˇne ele-
mente, npr. za resˇevanje sten ali plosˇcˇ, ki bi jih nato vkljucˇili v lastno razviti program
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in ga s tem nadgradili. Prav tako bi lahko preucˇili in v program vkljucˇili sˇe neline-
arno materialno obnasˇanje, najbolj smiselno bi bilo vkljucˇiti sˇe mozˇnost razlicˇnih tipov
plasticˇnega obnasˇanja materiala. Analizo delovanja mikrostikala bi lahko nadgradili s
tem, da bi v prvi vrsti izvedli preracˇun za vecˇje sˇtevilo parametrov. Naslednji korak pa
je optimizacijska analiza, kjer bi poleg testiranja razlicˇnih stopenj prednapetja testirali
sˇe razlicˇne geometrije kovinskega mehanizma mikrostikala in tako poiskali optimalno
mikrostikalo glede na zˇelene lastnosti delovanja.
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Priloga A
V tej prilogi je prikazana izpeljava geometrijsko nelinearnega koncˇnega elementa za
palico sˇe z uporabo inzˇenirske in logaritemske mere deformacije.
Izpeljava geometrijsko nelinearnega koncˇnega elementa za palico z uporabo
inzˇenirske mere deformacije
Pri uporabi inzˇenirske deformacije izhajamo iz enacˇbe (2.5) in zapiˇsemo:
εE =
l − l0
l0
=
√
xTx−
√︁
xT0x0
l0
=
√︁
xT0x0 + 2x
T
0u+ u
Tu
l0
. (A.1)
Za formulacijo principa virtualnega dela potrebujemo variacijo deformacije:
δεE =
1
2l0
1√
xTx
(︁
2xT0 δu+ 2u
Tδu
)︁
=
1
2l0 · l · 2 ·
(︁
xT0 + u
T
)︁
δu =
1
l0 · lx
Tδu. (A.2)
Zapiˇsemo princip virtualnega dela z uporabo inzˇenirske deformacije:
δW =
∫︂ l0
0
1
l0 · l (Nx
T)(δuB − δuA) ds− fδuA − fδuB = 0. (A.3)
Z zamenjavo vrstnega reda cˇlenov lahko enacˇbo preoblikujemo v:
δW = δuTA
(︃
−
∫︂ l0
0
1
l0 · l (Nx
T) ds− fA
)︃
+
(︃∫︂ l0
0
1
l0 · l (Nx
T) ds− fB
)︃
= 0. (A.4)
Enacˇba mora veljati za katerokoli izbiro virtualnih pomikov δuA in δuB; po integriranju
tako pridemo do naslednjih enacˇb:
fA = −N
l
x, (A.5)
fB =
N
l
x. (A.6)
Ti dve enacˇbi natancˇno definirata normalno silo N , uporabljeno v principu virtualnega
dela za inzˇenirsko deformacijo. Vektor x/l predstavlja smer palice po deformaciji in
ima dolzˇino 1, tako je v tem primeru dejanska sila v palici enaka N , torej ni potrebno
nobeno dodatno normiranje sile.
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Za linearno elasticˇno palico, kjer je N sorazmerna z εE, je konstitutivna enacˇba nasle-
dnja:
N = EAεE. (A.7)
Notranji sili qA in qB, povzrocˇeni zaradi deformacije palice, lahko sedaj izrazimo v
naslednji obliki:
qA = −N
l
x = −EAεE1
l
x, (A.8)
qB =
N
l
x = EAεE
1
l
x. (A.9)
Z odvajanjem enacˇbe (A.8) dobimo:
dqA = −xdN
l
− N
l
dx+
N
l2
x dl = −
(︃
x
l
dN
du
+
N
l
I− N
l2
x
dl
du
)︃
d(uB −uA). (A.10)
Iz enacˇb (A.8) in (A.9) sledi:
dqB = − dqA. (A.11)
Za linearno elasticˇno palico s konstitutivno enacˇbo (A.7) z odvajanjem dobimo:
dN
du
= EA
dεE
du
=
EA
l0 · lx
T, (A.12)
dl
du
=
d
√
xTx
du
=
1
2
√
xTx
(2xT0 + 2u
T) =
1
2l
· 2xT = 1
l
xT. (A.13)
Tako dobimo:
dqA = −
(︃
EA
l0 · l2xx
T +
N
l
I− N
l3
xxT
)︃
d(uB − uA). (A.14)
Sedaj lahko zapiˇsemo formulacijo koncˇnega elementa po teoriji velikih pomikov za
uporabljeno inzˇenirsko deformacijo:[︃
dqA
dqB
]︃
=
(︃
EA
l0 · l2
[︃
xxT −xxT
−xxT xxT
]︃
+
N
l
[︃
I −I
−I I
]︃
N
l3
[︃
xxT −xxT
−xxT xxT
]︃)︃[︃
duA
duB
]︃
.
(A.15)
Togostna matrika je tako:
EA
l0 · l2
[︃
xxT −xxT
−xxT xxT
]︃
+
N
l
[︃
I −I
−I I
]︃
− N
l3
[︃
xxT −xxT
−xxT xxT
]︃
. (A.16)
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Izpeljava geometrijsko nelinearnega koncˇnega elementa za palico z uporabo
logaritemske mere deformacije
Pri uporabi logaritemske deformacije izhajamo iz enacˇbe (2.7) in zapiˇsemo:
εL = ln
(︃
l
l0
)︃
= ln
(︄√
xTx
l0
)︄
= ln
(︄√︁
xT0x0 + 2x
T
0u+ u
Tu
l0
)︄
. (A.17)
Za formulacijo principa virtualnega dela potrebujemo variacijo deformacije:
δεL =
l0√
xTx
· 1
l0
· 1
2
√
xTx
(︁
2xT0 δu+ 2u
Tδu
)︁
=
1
2l2
·2(xT0 +uT)δu =
1
l2
xTδu. (A.18)
Zapiˇsemo princip virtualnega dela z uporabo logaritemske deformacije:
δW =
∫︂ l0
0
1
l2
(NxT)(δuB − δuA) ds− fTAδuA − fTBδuB = 0. (A.19)
Z zamenjavo vrstnega reda cˇlenov lahko enacˇbo preoblikujemo v:
δW = δuTA
(︃
−
∫︂ l0
0
1
l2
(NxT) ds− fA
)︃
+ δuB
(︃∫︂ l0
0
1
l2
(NxT) ds− fB
)︃
= 0. (A.20)
Enacˇba mora veljati za katerokoli izbiro virtualnih pomikov δuA in δuB; po integriranju
tako pridemo do naslednjih enacˇb:
fA = −Nl0
l2
x, (A.21)
fB =
Nl0
l2
x. (A.22)
Ti dve enacˇbi natancˇno definirata normalno silo N , uporabljeno v principu virtualnega
dela za logaritemsko deformacijo. Vektor xl0/l
2 predstavlja smer palice po deformaciji
in ima dolzˇino l0/l, tako je dejanska sila v palici enaka Nl0/l.
Za linearno elasticˇno palico, kjer je N sorazmerna z εL, je konstitutivna enacˇba nasle-
dnja:
N = EAεL. (A.23)
Notranji sili qA in qB, povzrocˇeni zaradi deformacije palice, lahko sedaj izrazimo v
naslednji obliki:
qA = −Nl0
l2
x = −EAεE l0
l2
x, (A.24)
qB =
Nl0
l2
x = EAεE
l0
l2
x. (A.25)
Z odvajanjem enacˇbe (A.24) dobimo:
dqA = −xdNl0
l2
−Nl0
l2
dx+
2Nl0
l3
x dl = −
(︃
xl0
l2
dN
du
+
Nl0
l2
I− 2Nl0
l3
x
dl
du
)︃
d(uB−uA).
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(A.26)
Iz enacˇb (A.24) in (A.25) sledi:
dqB = − dqA. (A.27)
Za linearno elasticˇno palico s konstitutivno enacˇbo (A.23) z odvajanjem dobimo:
dN
du
= EA
dεL
du
=
EA
l2
xT, (A.28)
dl
du
=
d
√
xTx
du
=
1
2
√
xTx
(2xT0 + 2u
T) =
1
2l
· 2xT = 1
l
xT. (A.29)
Tako dobimo:
dqA = −
(︃
EAl20
l4
xxT +
Nl0
l2
I− 2Nl0
l4
xxT
)︃
d(uB − uA). (A.30)
Sedaj lahko zapiˇsemo formulacijo koncˇnega elementa po teoriji velikih pomikov za
uporabljeno logaritemsko deformacijo:[︃
dqA
dqB
]︃
=
(︃
EAl0
l4
[︃
xxT −xxT
−xxT xxT
]︃
+
Nl0
l2
[︃
I −I
−I I
]︃
− 2Nl0
l4
[︃
xxT −xxT
−xxT xxT
]︃)︃[︃
duA
duB
]︃
.
(A.31)
Togostna matrika je tako:
EAl0
l4
[︃
xxT −xxT
−xxT xxT
]︃
+
Nl0
l2
[︃
I −I
−I I
]︃
− 2Nl0
l4
[︃
xxT −xxT
−xxT xxT
]︃
. (A.32)
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V tej prilogi je prikazana koda lastno razvitega programa v programskem okolju Wol-
fram Mathematica, ki smo ga uporabili za analizo delovanja mikrostikala.
Vhodni podatki
Definicija parametrov, ki definirajo geometrijo mehanizma mikrostikala
a = 0.5; (* ravni del mehanizma *)
b = 9.; (* ravni del mehanizma *)
c = -0.2; (* lokacija vpetja vzmeti *)
d = 7.5; (* sticisce ravnega dela in vzmeti *)
e = 4.5; (* lokacija vpetja vzmeti *)
lv = 3.5; (* dolzina vzmeti *)
w = 2.; (* sirina mehanizma *)
t = 0.06; (* debelina mehanizma *)
Definicija materialnih parametrov
Ej = 125 10^3; (* modul elasticnosti *)
\[Nu] = 0.33; (* Poissonovo stevilo *)
G = Ej/2/(1 + \[Nu]); (* strizni modul *)
A = w t; (* povrsina preseka mehanizma *)
Iz = (w t^3)/12; (* vztrajnostni moment *)
EA = Ej A;
EI = Ej Iz;
GA = G A;
Definicija parametrov Newton–Raphsonove metode
ink1 = 20; (* stevilo inkrementov za izracun ukrviljanja *)
ink2 = 60; (* stevilo inkrementov za izracun obremenjevanja s silo *)
ink = ink1 + ink2; (* skupno stevilo inkrementov *)
itermax = 150; (* max dovoljeno stevilo iteracij *)
tol = 10^-6; (* toleranca *)
Definicija parametrov, ki definirajo ukrivljanje (prednapetje) in delovanje sile
pomikU = 0.1;
pomikV = -0.1;
P0 = -0.5; (* max vrednost sile , s katero delujemo na mehanizem *)
obremenitevP = Flatten [{Table[0, {i, 1, ink1}], Table [(2 i P0)/ink2 , {i, 1, ink2 /2}],
Table[P0 - (2 (i - 1) P0)/ink2 , {i, 2, ink2/2 + 1}]}];
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Definiranje vozliˇscˇ in elementov
Definiranje vozliˇscˇ ravnega dela mehanizma
n1 = 48;
n1 = Round[n1 , 6]; (* st. elementov vsakega nosilca; mora biti veckratnik stevila 6 *)
Vozlisca1 = Partition[Flatten[Table [{(i b)/n1, (i a)/n1}, {i, 0, n1}]], 2] ;
Definiranje vozliˇscˇ ukrivljenega dela mehanizma
x1 = e - pomikU; (* lokacija leve tocke pred ukrivljanjem *)
y1 = c - pomikV;
x2 = (5 b)/6; (* lokacija desne tocke pred ukrivljanjem *)
y2 = (5 a)/6;
(* iskanje zacetnega polmera ukrivljenega dela mehanizma *)
cv = EuclideanDistance [{x1, y1}, {x2, y2}];
Clear [\[ Theta ]];
\[Theta] = \[Theta] /. NSolve[Sin[\[ Theta ]/2] == (cv \[ Theta ])/(2 lv) && \[ Theta] > 0,
\[Theta], Reals ][[1]];
R2 = lv/\[ Theta ];
(* iskanje sredisca kroznega izseka *)
xa = 1/2 (x2 - x1);
ya = 1/2 (y2 - y1);
x0 = x1 + xa;
y0 = y1 + ya;
da = Sqrt[xa^2 + ya^2];
db = Sqrt[R2^2 - da^2];
xC = x0 - (db ya)/da;
yC = y0 + (db xa)/da;
(* koordinate vozlisc ukrivljenega dela mehanizma *)
\[Psi]1 = -ArcCos [(x1 - xC)/R2];
\[Psi]2 = -ArcCos [(x2 - xC)/R2];
koti = Table[i, {i, \[Psi]1, \[Psi]2, (\[Psi]2 - \[Psi ]1)/n1}];
Vozlisca2 = Reverse[Table[{R2 Cos[koti[[i]]] + xC , R2 Sin[koti[[i]]] + yC},
{i, 1, Length[koti ]}]];
Definiranje koncˇnih elementov
Vozlisca = Flatten [{Vozlisca1 , Vozlisca2 [[2 ;; n1 + 1]]}, 1];
Elementi1 = Table[{i, i + 1}, {i, 1, n1}];
Elementi2 = {{(5 n1)/6 + 1, n1 + 2}};
Elementi3 = Table[{i + n1 + 1, i + n1 + 2}, {i, 1, n1 - 1}];
Elementi = Flatten [{Elementi1 , Elementi2 , Elementi3}, 1];
n = Length[Elementi ]; (* skupno stevilo elementov *)
ListLinePlot[Table[Vozlisca [[ Elementi [[i]]]], {i, 1, n}], AspectRatio -> Automatic]
(* izris uporabljene mreze koncnih elementov *)
Izracˇun
Izracˇun potrebnih zacˇetnih vrednosti parametrov
L0e = Table[{ EuclideanDistance[Vozlisca [[ Elementi [[i]]]][[1]] ,
Vozlisca [[ Elementi [[i]]]][[2]]]} , {i, 1, n}];(* zacetne dolzine elementov *)
\[ CurlyPhi ]0 = Table[ArcTan[
Vozlisca [[ Elementi [[i]]]][[2]][[1]] - Vozlisca [[ Elementi [[i]]]][[1]][[1]] ,
Vozlisca [[ Elementi [[i]]]][[2]][[2]] - Vozlisca [[ Elementi [[i]]]][[1]][[2]]] , {i, 1, n}];
(* zacetni zasuki posameznih elementov *)
Zasuki = Table[0, {i, 1, n + 1}]; (* zacetni zasuki posameznih vozlisc v lokalnih KS *)
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Definiranje spremenljivk, potrebnih za postprocesiranje
Izris = Table[0, {i, 1, ink + 1}];
Izris [[1]] = Vozlisca;
vF = Table[0, {i, ink + 1}];
vF[[1]] = Vozlisca [[n/6 + 1]][[2]];
Definiranje robnega pogoja v odvistnosti od inkrementa na levem delu vzmeti
RPpomik = Flatten [{Table [{ pomikU/ink1 , pomikV/ink1 , Subscript[fi, n + 1]},
{j,1, ink1}], Table[{0, 0, Subscript[fi , n + 1]}, {j, 1, ink2}]}, 1];
Resˇevanje
For[j = 1, j <= ink ,
For[k = 1, k <= itermax ,
qe = Ke = Table[0, {i, 1, n}];
For[m = 1, m <= n,
vozlisce1 = Vozlisca [[ Elementi [[m]]]][[1]];
vozlisce2 = Vozlisca [[ Elementi [[m]]]][[2]];
l = EuclideanDistance[vozlisce2 , vozlisce1 ]; (* trenutna dolzina elementov *)
\[ CapitalPhi] = (12 EI)/(l^2 GA);
\[Psi]a = 1/(1 + \[ CapitalPhi ]);
\[ CurlyPhi] = ArcTan[vozlisce2 [[1]] - vozlisce1 [[1]], vozlisce2 [[2]]
- vozlisce1 [[2]]]; (* zasuk posameznega elementa *)
u = l - L0e[[m]][[1]] ;(* sprememba dolzine elementa *)
\[ CurlyPhi]A = Zasuki [[m]]; (* zasuk levega vozlisca elementa *)
\[ CurlyPhi]B = Zasuki [[m + 1]]; (* zasuk desnega vozlisca elementa *)
\[ CurlyPhi]s = \\[ CurlyPhi]B - \[ CurlyPhi]A;
(* deformacijski parameter - simetricen zasuk*)
\[ CurlyPhi]a = \[ CurlyPhi]B + \[ CurlyPhi]A - 2 (\[ CurlyPhi] - \[ CurlyPhi ]0[[m]]);
\[ CurlyPhi]a = Mod[\[ CurlyPhi]a + \[Pi], 2 \[Pi]] - \[Pi];
(* deformacijski parameter - antisimetricen zasuk*)
t = 1/l ( {
{EA , 0, 0},
{0, EI, 0},
{0, 0, 3 \[Psi]a EI}
} ).( {
{u},
{\[ CurlyPhi]s},
{\[ CurlyPhi]a}
} ); (* notranje sile in momenti v posameznem elementu - N, Ma, Ms *)
R = ( {
{Cos[\[ CurlyPhi]], -Sin [\[ CurlyPhi]], 0, 0, 0, 0},
{Sin[\[ CurlyPhi]], Cos [\[ CurlyPhi]], 0, 0, 0, 0},
{0, 0, 1, 0, 0, 0},
{0, 0, 0, Cos [\[ CurlyPhi]], -Sin[\[ CurlyPhi]], 0},
{0, 0, 0, Sin [\[ CurlyPhi]], Cos [\[ CurlyPhi]], 0},
{0, 0, 0, 0, 0, 1}
} ); (* rotacijska matrika posameznega elementa *)
qe[[m]] = R.( {
{-1, 0, 0},
{0, 0, 2/l},
{0, -1, 1},
{1, 0, 0},
{0, 0, -2/l},
{0, 1, 1}
} ).t;
Ke[[m]] = R.(1/l^3 ( {
{EA l^2, 0, 0, -EA l^2, 0, 0},
{0, 12 \[Psi]a EI, 6 \[Psi]a EI l, 0, -12 \[Psi]a EI ,
6 \[Psi]a EI l},
{0, 6 \[Psi]a EI l, (3 \[Psi]a + 1) EI l^2,
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0, -6 \[Psi]a EI l, (3 \[Psi]a - 1) EI l^2},
{-EA l^2, 0, 0, EA l^2, 0, 0},
{0, -12 \[Psi]a EI, -6 \[Psi]a EI l, 0,
12 \[Psi]a EI , -6 \[Psi]a EI l},
{0, 6 \[Psi]a EI l, (3 \[Psi]a - 1) EI l^2,
0, -6 \[Psi]a EI l, (3 \[Psi]a + 1) EI l^2}
} ) + 1/l ( {
{0, 2 t[[3]][[1]]/l, 0, 0, -2 t[[3]][[1]]/l, 0},
{2 t[[3]][[1]]/l, 6/5 t[[1]][[1]] ,
1/10 t[[1]][[1]] l, -2 t[[3]][[1]]/l, -6/5 t[[1]][[1]] ,
1/10 t[[1]][[1]] l},
{0, 1/10 t[[1]][[1]] l, 2/15 t[[1]][[1]] l^2,
0, -1/10 t[[1]][[1]] l, -1/30 t[[1]][[1]] l^2},
{0, -2 t[[3]][[1]]/l, 0, 0, 2 t[[3]][[1]]/l, 0},
{-2 t[[3]][[1]]/l, -6/5 t[[1]][[1]] , -1/10 t[[1]][[1]] l,
2 t[[3]][[1]]/l, 6/5 t[[1]][[1]] , -1/10 t[[1]][[1]] l},
{0, 1/10 t[[1]][[1]] l, -1/30 t[[1]][[1]] l^2,
0, -1/10 t[[1]][[1]] l, 2/15 t[[1]][[1]] l^2}
} )). Transpose[R]; (* togostna matrika posameznega elementa *)
m++];
Kglob = Table[0, {i, 1, 3 (n + 1)}, {i, 1, 3 (n + 1)}];
\[ ScriptCapitalF]int = Table[0, {i, 1, 3 (n + 1)}];
(* zlaganje globalne togostne matrike in vektorja notranjih obremenitev *)
For[m = 1, m <= n,
KK = Ke[[m]];
qE = qe[[m]];
indeksi = Flatten [{Table [( Elementi [[m]][[1]] - 1)*3 + i, {i, 1, 3}],
Table[( Elementi [[m]][[2]] - 1)*3 + i, {i, 1, 3}]}];
For[o = 1, o <= 6,
\[ ScriptCapitalF]int[[
indeksi [[o]]]] = \[ ScriptCapitalF]int[[ indeksi [[o]]]] +
qE[[o]];
For[p = 1, p <= 6,
Kglob[[ indeksi [[o]], indeksi [[p]]]] =
Kglob[[ indeksi [[o]], indeksi [[p]]]] + KK[[o, p]];
p++];
o++];
m++];
(* definiranje neznanih pomikov in zunanjih obremenitev za vsako vozlisce *)
\[ ScriptCapitalF]ext = Table [{0, 0, 0}, {i, 1, n + 1}];
\[ ScriptCapitalU] = Table[{ Subscript[U, i], Subscript[V, i],
Subscript[fi, i]}, {i, 1, n + 1}];
(* robni pogoj - konzola na levem koncu *)
\[ ScriptCapitalU ][[
1]] = {0, 0, 0};
\[ ScriptCapitalF]ext [[1]] = {FAx , FAy , MA}; (* robni pogoj *)
(* robni pogoj - vodenje s pomikom oz. nepomicna clenkasta podpora na levem koncu
vzmeti *)
If[k == 1, \[ ScriptCapitalU ][[n + 1]] =
RPpomik [[j]], \[ ScriptCapitalU ][[n + 1]] = {0, 0, Subscript[fi , n + 1]}];
\[ ScriptCapitalF]ext[[n + 1]] = {FBx , FBy , 0};
(* obremenjevanje s silo *)
\[ ScriptCapitalF]ext[[n/6/+1]] = {0, obremenitevP [[j]], 0};
\[ ScriptCapitalU] = Flatten [\[ ScriptCapitalU ]];
\[ ScriptCapitalF]ext = Flatten [\[ ScriptCapitalF]ext];
Res = Solve[Kglob .\[ ScriptCapitalU] ==
\[ ScriptCapitalF]ext - \[ ScriptCapitalF]int];
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\[ ScriptCapitalU] = \[ ScriptCapitalU] /. Res [[1]];
\[ ScriptCapitalF]ext = \[ ScriptCapitalF]ext /. Res [[1]];
Vozlisca = Vozlisca + Partition[Drop [\[ ScriptCapitalU],
{3, Length [\[ ScriptCapitalU ]], 3}], 2]; (* update geometrije *)
vF[[j + 1]] = Vozlisca [[n/6 + 1]][[2]];
Zasuki = Zasuki + Take [\[ ScriptCapitalU], {3, Length [\[ ScriptCapitalU ]], 3}];
If[Norm[Select [\[ ScriptCapitalF]ext - \[ ScriptCapitalF]int , #
\[ Element] Reals &]] <= tol , Break []];
k++];
Izris[[j + 1]] = Vozlisca;
Print["Inkrement: ", j, " Potrebno stevilo iteracij: ", k - 1];
j++];
Postprocesiranje rezultatov
Izris pomikanja mehanizma mikrostikala
Manipulate[
ListLinePlot[Table[Izris[[j]][[ Elementi [[i]]]], {i, 1, n}],
AspectRatio -> Automatic , PlotRange -> {{-0.1, 11}, {-3, 2.5}} ,
AspectRatio -> Automatic], {j, 1, ink + 1, 1}]
Izris karakteristike delovanja mikrostikala
obremenjevanje = Table[{-vF[[i + 1]] + vF[[ink1]], -obremenitevP [[i]]},
{i, ink1 , ink1 + ink2 /2}];
razbremenjevanje = Table[{-vF[[i + 1]] + vF[[ink1]], -obremenitevP [[i]]},
{i, ink1 + ink2/2, ink1 + ink2 }];
ListLinePlot [{ obremenjevanje , razbremenjevanje }]
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